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सर्वाधिकार सुरक्षित 


0) प्रकाशक की पूर्व अनुमति के बिना इस प्रकाशन के किसी भाग को छापना तथा इलेक्ट्रॉनिकी, मशीनी, फोटोप्रतिलिपि, 
रिकॉर्डिंग अथवा किसी अन्य विधि से पुनः प्रयोग पदृघति द्वारा उसका संग्रहण अथवा प्रसारण वर्जित है। 


() इस पुस्तक कि बिक्री इस शर्त के साथ की गई है कि प्रकाशक की पूर्व अनुमति के बिना यह पुस्तक अपने मूल 


आवरण अथवा जिल्द के अलावा किसी अन्य प्रकार से व्यापार द्वारा उधारी पर, पुनर्विक्रय या किराए पर न दी 
जाएगी, न बेची जाएगी। 


इस प्रकाशन का सही मूल्य इस पृष्ठ पर मुद्रित है। रबर की मुहर अथवा चिपकाई गई पर्ची (स्टिकर) या किसी 
अन्य विधि द्वारा अंकित कोई भी संशोधित मूल्य गलत है तथा मान्य नहीं होगा। 
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नई दिल्‍ली 440 046 बैंगलूर 560 085 अहमदाबाद 380 04 24 परगना 743 479 
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प्रकाशन विभाग में सचिव, राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, श्री अरविंद मार्ग, नई 
दिल्‍ली 440 0१6 द्वारा प्रकाशित तथा मैसर्स अरावली प्रिन्टर्स एण्ड पब्लिशर्स (प्रा) लि., ५7-30, ओखला 
इण्डस्ट्रियल एरिया, फेस तर, नई दिल्‍ली 440020 द्वारा मुद्रित | 


प्रावककथन 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ विगत चार दशकों से पादचर्या के नवीनीकरण 
तथा विकास के क्षेत्र में कार्यरत रही है। इसी दिशा में किये जा रहे प्रयासों की श्रृंखला में परिषद्‌ 
ने हाल ही में विद्यालयी शिक्षा के लिए राष्ट्रीय पाठयचर्या की रूपरेखा (2000) का प्रकाशन 
किया जिसके अन्तर्गत पाठ्यक्रम सम्बन्धी विभिन्‍न संदर्भों तथा महत्वपूर्ण पक्षों प्र ध्यान दिया 
गया है। इस नीतिगत दस्तावेज में विज्ञान तथा गणित की शिक्षा-पद्धति में गुणात्मक सुधार की 
आवश्यकता पर बल दिया गया है। इसी संदर्भ में परिषद्‌ ने उच्चतर माध्यमिक स्तर पर गणित 
विषय की शिक्षा-पद्धति में सुधार हेतु नया पाठ्यक्रम तथा मार्गदर्शक सिद्धान्त तैयार किये जो 
छात्रों के विभिन्‍न वर्गों की अपेक्षाओं तथा आवश्यकताओं को ध्यान में रखकर बनाये गये हैं। 
राष्ट्रीय पाठयचर्या की रूपरेखा के अनुसार पाठ्यक्रम को चार सत्रों में पढ़ाया जाना है। प्रथम 
सत्र में ।] अध्याय हैं जो कि अनिवार्य हैं। शेष तीन सत्रों को &, 8, तथा (: भागों में विभकत 
किया गया है। भाग & सभी विद्यार्थियों के लिए अनिवार्य है तथा भाग 8 एवं भाग (१ ऐच्छिक हैं 
जिनमें से किसी एक का चुनाव विद्यार्थी विज्ञान तथा गैर विज्ञान की पृष्ठभूमि को आधार बनाकर 
अपने भविष्य की आवश्यकताओं को ध्यान में रखकर कर सकते हैं। इस प्रकार कोई भी छात्र 
इस पद्धति में अपनी रूचि के अनुसार भाग & और 8 अथवा भाग & और (में से किसी एक 
विकल्प का चयन कर सकता है| सत्र ]और व के पराठयक्रम कक्षा >| के छात्रों को तथा सत्र 
पा और [५ के पाठयक्रम कक्षा | के छात्रों को पढ़ाये जायेंगे। 


इस पाठ्यक्रम का प्रथम प्रारूप एक लेखक मंडल द्वारा तैयार किया गया जिसके कुछ 
सदस्य परिषद्‌ में कार्यरत हैं तथा अन्य बाहय संस्थाओं से संबंधित हैं। इसके पश्चात्‌ इस प्रारूप 
को मूल्यांकन और समीक्षा हेतु एक कार्यशाला में अनेक विशेषज्ञों -तथा अध्यापकों के समक्ष 
प्रस्तुत किया गया जिनके द्वारा दिये गये महत्वपूर्ण सुझावों को इस प्रारूप में समायोजित किया 
गया। अन्ततः प्रकाशन से पूर्व पुस्तक की पांडुलिपि को विशेषज्ञों के एक समूह द्वारा संपादित 
किया गया | 


_.. लेखक मंडल ने उच्चतर माध्यमिक स्तर पर परिषद्‌ द्वारा प्रकाशित पिछली गणित की 
पुस्तकौ-को संदर्भ में लिया है तथा इन पुस्तकों का उपयोग करने वालों से प्राप्त सुझावों का 
समुचित उपयोग करने का भी प्रयास किया है। मैं लेखक मंडल के सभी सदस्यों, मूल्यांकन हेतु 
आयोजित कार्यशाला में सम्मिलित सभी अध्यापकों एवं विशेषज्ञों द्वारा महत्वपूर्ण योगदान तथा 


सुझावों के लिए धन्यवाद व्यक्त करता हूँ। विशेष रूप से मैं लेखक मंडल के अध्यक्ष, दिल्ली 
विश्वविद्यालय के प्रो. पवन कुमार जैन के प्रति कृतज्ञ हूँ जिनके कुशल शैक्षिक मार्ग-दर्शन में . 
यह कार्य सम्पन्न हुआ | - 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ इस पुस्तक में भावी संशोधन तथा परिष्कार 
हेतु पाठकों के महत्वपूर्ण सुझावों तथा परामर्शों का स्वागत्त करती है। 


ह जे.एस. राजपूत 
नई दिल्‍ली निदेशक 
जुलाई 2002 राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 


प्रस्तावना 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ द्वारा उच्चतर माध्यमिक स्तर पर गणित विषय 
से सम्बन्धित नये दिशानिर्देश तथा पाठ्यक्रम 200] के अनुरूप पाठ्यपुस्तक तैयार करने के 
उद्देश्य से एक लेखक मंडल का गठन किया गया। इस मंडल के सदस्यों द्वारा गहन चिंतन 
तथा व्यापक योजना के आधार पर एक विस्तृत रूपरेखा तैयार की गई। . 


गहन अध्ययन-विश्लेषण के उपरांत इस लेखक मंडल के विशेषज्ञों द्वारा इस परियोजना का 
प्रथम प्रारूप तैयार किया गया जिसमें परिषद्‌ की ओर से प्रो. हुकुम सिंह, प्रो. सुरजा कुमारी, 
डा. राम अवतार, डा. वी.पी. सिंह, डा. एस.के.एस. गौतम, डा. अनूप राजपूत तथा डा. एमए. 
पठान, श्री मोहन लाल, श्री जी.डी. ढल, डा. एस.के. कौशिक, डा. एस.के. भाग्बरी बाहय विशेषज्ञ 
के रूप में मेरे सहयोगी थे। इसके उपरान्त अनेक बैठकों में इस प्रारूप पर विभिन्‍न बिन्दुओं 
पर गहन विचार विमर्श किया गया। इसके पश्चात्‌ एक राष्ट्रीय कार्यशाला में गठित विषय के 
, अनुभवी अध्यापकों तथा विशेषज्ञों के समक्ष इस प्रारूप को समीक्षा एवं मूल्यांकन के लिए प्रस्तुत 
किया गया। इस कार्यशाला में सामने उभर कर आये महत्वपूर्ण सुझावों एवं परामर्शों को इस 
परियोजना के द्वितीय प्रारूप में समायोजित किया गया, जिसका परिष्कृत रूप आपके समक्ष 
पुस्तक के रूप में प्रस्तुत किया जा रहा है। 


इस पुस्तक की सर्वाधिक महत्वपूर्ण विशेषता जो विशेषरूप से उल्लेखनीय है - वह यह है 
कि इस पुस्तक की सामग्री को हमने अनेक सरल उदाहरणों तथा अभ्यास प्रश्नों के माध्यम से 
सरल-सुबोध बनाने का प्रयास किया है। गणित की अनेक संकल्पनाओं तथा अवधारणाओं को 
छात्रोपयोगी बनाने की दिशा में हमने इन संकल्पनाओं तथा अवधारणाओं के व्यवहारिक प्रयोग 
भी प्रस्तुत किये हैं। यह प्रयास गणित की उपयोगिता को छात्रों के समक्ष प्रस्तुत करेगा और 
उनमें गणित के प्रति रुचि उत्पन्न करने में प्रेरणादायक होगा। इस पुस्तक में चयनित पाठ्य 
सामग्री छात्रों की विभिन्‍न क्षमताओं तथा अपेक्षाओं के अनुरूप सिद्ध होगी। 


इस पुस्तक की कुछ महत्वपूर्ण उपलब्धियों तथा विशेषताएँ निम्न हैं हज 


!. प्रत्मैक अध्याय का आरम्भ विषय के. संक्षिप्त परिचय से किया गया है जो छात्रों में विषय के 
प्रति रुचि जाग्रत करने तथा उसका संवर्धन करने में सहायक है। 


श्ं 


2. इस पुस्तक में 600 से भी अधिक उदाहरण तथा 250 के लगभग आकृतियाँ दी गई हैं जो 
सामान्यतः अन्य पुस्तक में दृष्टिगोचर नहीं होती | 


3, इस पुस्तक में 700 अभ्यास प्रश्न दिये गये हैं जो सिद्धांत तथा व्यवहार दोनों पक्षों पर 
समान रूप से बल देते हैं इसके साथ ही प्रत्येक अध्याय के अंत में विविध प्रश्नावली शीर्षक 
के अन्तर्गत मिश्रित प्रश्न दिये गये हैं। 

4. इस पुस्तक में अनुप्रयोगों से संबंधित अनेक प्रश्न भी प्रस्तुत किये गये हैं। 


5. अधिकांशतः सभी अध्याय ऐतिहासिक टिप्पणियों के साथ समाप्त होते हैं। ये टिप्पणियाँ 
पुस्तक को रूचिकर बनाने में तो सहायक है ही, प्रस्तुत विषय-सामग्री की ऐतिहासिक 
पृष्ठभूमि तथा महत्व को भी रेखांकित करती हैं। 


मैं विशेष रूप से राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ के निदेशक प्रो. जे.एस. राजपूत 
का आभारी हूँ जिन्होंने इस पुस्तक के निर्माण हेतु इस लेखक मंडल का गठन किया तथा मुझे 
इस कार्य में सहभागिता का निमंत्रण देकर गणित की शिक्षा पद्धति में संशोधन करने का अवसर 
प्रदान किया | इस चुनौतीपूर्ण कार्य को संपन्न करने में उनके द्वारा प्रदत्त स्वस्थ वातावरण तथा 
अनुकूल परिस्थितियों ने आनंददायक बनाया | 


इसके साथ ही मैं इस पुस्तक के लेखक मंडल के समस्त सदस्यों के प्रति आभार व्यक्त 
करता हूँ, जिन्होंने अपना मूल्यवान समय देकर पुस्तक को तैयार किया। उन शिक्षकों तथा 
विशेषज्ञों का भी मैं हृदय से आभारी हूँ जिनके सुझाव हमें समय-समय पर प्राप्त होते रहे। 
परिषद्‌ के संयुक्त निदेशक प्रो. एम.एस. खापर्ड, विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग के अध्यक्ष 
प्रो. आर.डी. शुक्ल का भी मैं हृदय से आभारी हूँ जिनका बहुमूल्य सहयोग मुझे तथा लेखक 
मंडल को सदैव प्राप्त होता रहा । 


मैं विशेष रूप से आभारी तथा ऋणी हूँ लेखक मंडल के संयोजक प्रो. हुकुम सिंह का 
जिनके सहयोग तथा समन्वय के बिना इस परियोजना का पूर्ण होना संभव नहीं था। उन्होंने एक 
कुशल संयोजक के रूप में इस कार्य के निर्वाह में सक्रिय तथा सृजनात्मक भूमिका का निर्वाह 
किया। मैं प्रो. सुरजा कुमारी, डा. राम अवतार, डा. वी.पी. सिंह, डा. एस.के.एस. गौतम तथा डा 
अनूप राजपूत के प्रति आभार व्यक्त करता हूँ जिन्होंने इस ग्रंथ की प्रकाशन योग्य पांडुलिपि 
तैयार करने में अथक परिश्रम किया। 


इस पाठ्यपुस्तक का हिन्दी रूपान्तरण प्रो. आर.एस. लाल, प्रो. प्रभाकर मिश्र और श्री सुमत 
कुमार जैन ने किया है। हिन्दी पांडुलिपि का विषय संपादन प्रो. हुकुम सिंह, डा. रुप्न अवतार 
और डा. वी.पी. सिंह ने किया। मैं इन सभी का आभारी हूँ। 


शा 


इसके अतिरिक्त मैं कंप्यूटर सहायक श्री नरेन्द्र कुमार के प्रति भी धन्यवाद व्यक्त करता हूँ 
जिन्होंने हस्तलिखित सामग्री को टंकित किया। 


इस पुस्तक में हम संशोधन-सुधार के लिए'पाठकों के अमूल्य सुझावों का स्वागत करेंगे। 


पवन कुमार जैन 
अध्यक्ष 
लेखक दल 


'लेखक और प्रतिभागी 
पाठ्यपुस्तक के विकास और समीक्षा हेतु कार्यशाला 


प्रो. पी.के. जैन (अध्यक्ष) 
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2, भूमिका 

पिछले अध्यायों में हमारा अध्ययन ट्विविमीय ज्यामिति में केवल सरल रेखाओं तक सीमित था। 
किन्तु वक्र भी सरल रेखाओं की तरह महत्वपूर्ण हैं। सभी वक्रों में, वृत्त सरलतम है और प्रकृति, 
भवन-निर्माण शिल्प, विज्ञान और उद्योग में सबसे अधिक पाया जाता है। हम सर्वत्र वृत्तों के 
अनुप्रयोग देखते हैं। हमारे प्रतिदिन के जीवन में चक्रीय पहिया इतना अधिक महत्वपूर्ण है कि 
इसके बिना जीवन क्रियात्मक रूप से ठहर जाएगा | आटोमोबाइल्स विलुप्त हो जाएँगे, रेलगाड़ियों 
का चलना रुक जाएगा और सभी प्रकार का निर्माण समाप्त हो जाएगा | इसलिए, इसके अध्ययन 
पर ध्यान देना आवश्यक है | प्रारम्भिक कक्षाओं में हमने वृत्तों और उनके कुछ ज्यामितीय गुणधर्मों 
का अध्ययन किया है| इस अध्याय में हम वृत्त के समीकरणों के विभिन्न रूपों और उनके स्पर्शियों 
के समीकरण तथा वैश्लेषिक विधियों के प्रयोग से उनके गुणधर्मों को व्युत्पन्न करेंगें 


2.2 वृत्त के समीकरण का मानक रूप 


पिछले अध्याय में, हमने निर्देशांक तल में किसी भी स्थिति में रेखा के समीकरण को लिखना 
सीखा है। इस अनुभाग में हम देखेंगे कि यदि वृत के केन्द्र की स्थिति तथा उसकी त्रिज्या की 
लम्बाई ज्ञात हो, तो वृत्त का समीकरण लिखना सरल है| हम सर्वप्रथम वृत्त की परिभाषा प्रस्तुत 
करते हैं। 
परिभाषा  वृत्त तल के उन बिन्दुओं का समुच्चय है जिनकी तल के एक स्थिर बिन्दु से दूरियाँ 
. अचर होती है। स्थिर बिन्दु को वृत्त का केन्द्र (०७॥॥०) तथा अचर दूरी को वृत्त की त्रिज्या 
(808) कहते हैं। 

हम अब ज्ञात केन्द्र तथा त्रिज्या के वृत्त का समीकरण व्ुत्पन्न करेंगे। 
2.2.] केन्द्र ८ ॥, 8) तथा त्रिज्या # के वृत्त का समीकरण ज्ञात करना 


मान लीजिए वृत्त पर कोई बिन्दु ? (६, )) है (आकृति 2.)। बिन्दु ? (४, ) को केन्द्र 0 (॥, 2) 
से मिलाया। तब, परिभाषा से |00| -। 
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दूरी सूत्र द्वारा है 


(९ < ४-॥+ (3-0? -॥)+ (५-+#)* (छठ 


इसलिए. ((४-+॥)+ (/-४)? 5+ 





या (४ - ॥)2 + (५ - /)? - +2 0(॥,9) 
अतः, केन्द्र (॥, ॥) तथा त्रिज्या + के वृत्त का समीकरण 
(४- ॥)2 + (५ - ६2 < +? -() 
है। 
उपप्रमेय केन्द्र मूलबिन्दु 0 (0, 0) पर तथा त्रिज्या आकृति 2.] 


/ के वृत्त का समीकरण 


अर न 32 च्न्ड # ह (2) 
है। 


उदाहरण केन्द्र (-3, 2) तथा त्रिज्या 5 के वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए | 


हल यहाँ केन्द्र (&, ४) < (- 3, 2) तथा त्रिज्या 5 है। अतः, () में #--3, &£ 5८ 2, # ८ 5 
: प्रतिस्थापित करने पर, हम पाते हैं 


- (- 3))7+ (५-2) 5 (5) 
या (४ + 3)2 + (५»५- 2)2 - 25 
या 2४2 + 9 + 6:-49- [2 5 0 
जो कि वृत्त का अभीष्ट समीकरण है। 
उदाहरण 2 वृत्त &2+ 32 - 25+ ः > 3 का केन्द्र तथा त्रिज्या ज्ञात कीजिए । 
हल दिया गया समीकरण (2- 2.) + (/१+ 49) 5 8 है | 
अब कोष्ठकों को पूर्ण वर्ग करने पर, 

(४2- 2४+ [)+ (/+49+4) 58+ ]+ 4 
या &- 77+ ७+ 2 5 (धी३३ 
इसे वृत्त के समीकरण से तुलना करने पर, हम देखते हैं कि वृत्त का केन्द्र (,-2) है और त्रिज्या 
भी3 है। 
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उदाहरण 3 उस वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसका केन्द्र (2,-3) है और जो रेखाओं 
30 + 225 ] और 2:+ 3/-4 के प्रतिच्छेद बिन्दु से होकर जाता है। 
हल दी हुई रेखाएँ 
3%+ 295 ]] और 2£४+ 3/ “4 हैं| 
इन दोनों समीकरणों को एक साथ हल करने पर, हम पाते हैं कि 
४5, और />- 
इस प्रकार, दी रेखाओं का प्रतिच्छेद बिन्दु, & (5, -2) है। हमें ज्ञात है कि वृत्त का केन्द्र 
0० (2, -3) है और यह बिन्दु & (5, -2) से हो कर जाता है। इसलिए, 
ब्रिज्या -।0५ - /5-2):+(-2+3)* - /6 
अत: वृत्त का समीकरण है| 
(४-2)? + (४ + 3)25 (४0 )? 
अर्थात्‌ 2+92-4%:+69+ 350 


प्रश्नावली 2. 
निम्नलिखित वृत्तों में से प्रत्येक का समीकरण ज्ञात कीजिए : 
. केन्द्र (0,-) और त्रिज्या | है। 

2. केन्द्र (-3,-2) और त्रिज्या 7 है। 
3. केन्द्र (रु, जर) और त्रिज्या पर है। 
4. केन्द्र के रे और त्रिज्या --- है। 
ह 2' 2 2 
5. केन्द्र (७, ०) और त्रिज्या ०.2 है। 
6. केन्द्र (6००४ ०, ८ भा। ०) और त्रिज्या ८ है | 


निम्नलिखित वृत्तों (प्रश्न 7 से [] तक) में से प्रत्येक का केन्द्र और त्रिज्या ज्ञात कीजिए : 
7. ४ +(9-)2-2 
8. (५+5)2+ (४-3) - 30 
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| ] ] 
9. (४--)? 8220 2 
( > 2 + (#४+ वर) ही 
]0, 2 + ४2-45 + 6/5 5 
]], ४?+४2-- £४+29-3- 0 


42. बिन्दु (2, 4) से जाने वाले वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसका केन्द्र रेखाओं «-»-4 और 
2/+ 39 5-7 का प्रतिच्छेद बिन्दु है। 


43., उस वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसका केन्द्र (2, - 3) है और जो रेखाओं 3४-295] और 
4%+ »- 27 के प्रतिच्छेद बिन्दु से हो कर जाता है। 


44. त्रिज्या 5 के उस वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसका केन्द्र » -अक्ष पर हो और जो बिन्दु 
(2, 3) से जाता है। 


5. त्रिज्या 5 के उस वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसका केन्द्र » -अक्ष पर हो और जो बिन्दु 
(3, 2) से जाता है। 


2.3 वृत्त का व्यापक समीकरण 
पिछले अनुभाग में हमने देखा कि यदि वृत्त का केन्द्र (४, /0 और त्रिज्या #है तो इसका समीकरण 


(४- ॥)2 + (५-70 < |? (]) 
या 22 + ३2७ 2॥:-2/0 + #2+ £2 - +/2> 0 है | 
यह समीकरण 

>2+ 92 + 28४+ 2/9+ 25७ 0 (2) 
के रूप का है, 
जहाँ 8-5-#,/5-£, और ८७ #? + #£?-/2 है। 


रूप (2) द्वारा दिये वृत्त के समीकरण को, जहाँ &,/ और ८ स्वेच्छ वास्तविक संख्याएँ हैं, हम 
निम्न प्रकार से व्यक्त कर सकते हैं 


(४+ 6)? + 0.+7-४+/2-८ 
मम लक 2 
या (७-(-8))? + 0-(-7))? « (४४: १३ ] 
'. इस प्रकार, यवि & +/2-८> 0, तो समीकरण (2), केन्द्र (-&, -/) और त्रिज्या 
(8४+/?-८ वाले वृत्त को निरूपित करेगा। 


इस प्रकार, समीकरण (2) वृत्त का व्यापक समीकरण है । 
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समीकरण (2) एक वृत्त निरूपित करता है यदि ४2+/#2-०८> 0 अर्थात्‌ यदि ८< 8?+/? 
यदि ८5 &?+/ 2, समीकरण केवल एक बिन्दु वृत्त को प्रदर्शित करता है, और यदि 
०> ४? +/2, समीकरण (2) किसी वृत्त को निरूपित नहीं करता है, वास्तव में यह तल के किसी 
बिन्दु को प्रदर्शित नहीं करता है| 
प्रेक्षण 
.  घ्यान दीजिए कि 
40 + 4)2+ 295 + 249 + ० 5 0; (4% 0) 
के रूप का समीकरण इस प्रकार लिखा जा सकता है 
॥/) रथ € ४ 
2 4 -+५ जि -. - 0 
27+ ४४ + 2 हा &+ 2 क छ+ यु 
6 9+ 47 
यह समीकरण (2) के रूप का है, जो एक वृत्त निरूपित करता है यदि - ला 


जहाँ [न] वृत्त का केन्द्र तथा कल + लय प्र वृत्त की त्रिज्या हैं। 
2. यदि ०50 है तो, (2) से “निरूपित वृत्त मूल बिन्दु से जाता है। 
3. यदि 6#४, तब समीकरंण 

422 + 992+2८5४+ 269 + ४८ ८ 0 


को (2) के रूप में व्यक्त नहीं किया जा सकता है| अतः, यह एक वृत्त निरूपित नहीं करता 
है। 


4. चूँकि वृत्त के व्यापक समीकरण £#?+ ;2+28४+279+ ०5० में तीन अचर 8, /और ८ हैं, 
इसलिए वृत्त को अद्वितीय रूप से ज्ञात करने. के लिए कम से कम तीन प्रतिबच्धों का 
होना आवश्यक है। 


5. उपर्युक्त से, हम कह सकते हैं कि एक वृत्त के समीकरण के निम्नलिखित गुणधर्म होते 
हैं 


() यह »और » में एक द्विघात्तीय समीकरण है। 
(0) इसमें &» के रूप का कोई पद नहीं होता है। 
(0) # और »* के गुणांक सदैव समान होते हैं। 
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यदि वृत्त का समीकरण 22 + »*+ 28:+ 279 + ८८0 के रूप का है, तब निम्नलिखित 


नियमों को ध्यान में रखना चाहिए : 


(0) . केन्द्र + [- न (४ का गुणांक), - ठ (» का गुणांक)] 





(हक पुणक] #ट्ि/का गुर्णाक | -अचर 2 
| श््का गुणांक + | »का गुणांक] - अचर 





(॥) त्रिज्या श 


उदाहरणतः वृत्त 
32 + 9२ _ 8: -]2 9-48 - 0 

के केन्द्र और त्रिज्या क्रमशः (4, 6) और 0 हैं और वृत्त 
322 + 392 + 2:-8 9-50 

जिसे इस प्रकार लिखा जा सकता है. 


४2 + 92 + 40-6४ - दा 0 


जिसका केन्द्र और त्रिज्या क्रमशः (-2, 3) और कि हैं। 
रूप (2) में दिये गए वृत्त के समीकरण को वृत्त का कार्त्तीय समीकरण (एल्ञाक्यांशा 
एछकणथाणा) भी कहते हैं। 


उदाहरण 4 बिन्दुओं (, 0), (-, 0) और (0, ) से जाने वाले वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए। 


हल 


वृत्त के व्यायषक्त समीकरण 


४22 + ४४+28%0+ 2//+ ८८0 


में तीनों बिन्दुओं के निर्देशांकों को क्रमशः प्रतिस्थापित करने पर हमें प्राप्त होता है 


और 


28+८<> ना 
-28+८5८नां 
2/+८0८+ 


इन युगपत समीकरणों के हल परिणामतः 8-0,/5 0, ०८-], हैं | इसलिए, दिये गए तीन 


बिन्दुओं से जाने वाले वृत्त का समीकरण 2 + 92 - | है| 
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उदाहरण 5 वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जो बिन्दुओं (, 2), (3, -4), और (5, -6) से हो 
कर जाता है। इसका केन्द्र और त्रिज्या ज्ञात कीजिए। 


हल मान लीजिए कि वृत्त का समीकरण 


22 + ;2+ 20% + 27/+ ८८ 0 () 
है। । | 
चूँकि तीनों बिन्दु वृत्त पर स्थित हैं, अतः 
28+ 4ी[+ ८-5 (2) 
69- 8+ ८८-25 ह (3) 
]08- [7//+ 20 5-6/ (4) 
(3) में से (2) और (4) में से (3) घटाने पर, हमें प्राप्त होता है 
48 - 2/ 5-20 


और 48 -4%+ <-36 

अतः #<5-2, 8 -] 

तब, समीकरण (2) से ८८25 प्राप्त होता है। 

समीकरण (]) में इन मानों को रखने पर, अभीष्ट समीकरण 
22 + 92 - 22:-49+ 2550 

है। इसका केन्द्र (, 2) और त्रिज्या 0 है। 


उदाहरण 6 वृत्त ४+32-4%-6»-9<0 के संकेन्द्रीय उस वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए 
जो बिन्दु (-4, -5) से हो कर जाता है। (दो वृत्त जिनके केन्द्र एक समान हों, संकेन्द्रीय 
(007८७॥४४०) कहलाते हैं।) 


हल दिए हुए वृत्त का केन्द्र (2, 3) है। 
इसलिए, अभीष्ट वृत्त का केन्द्र (2, 3) है। 
चूँकि वृत्त बिन्दु (-4, -5) से होकर जाता है, इसकी 


त्रिज्या  (2+4)? + (+5)? -0 [चूँकि (-4,-5) वृत्त पर स्थित है, (-4, -5) तथा 
केन्द्र (2, 3) के बीच की दूरी इसकी त्रिज्या है|] 


वृत्त 43 
अतः अभीष्ट वृत्त का समीकरण 
] (४-2) + (४-3)? - 00 


या >> - 4%+4+ 92 - 69 + 9 00 
या >2+ 9- 45- 69-87 >0 है। 
विकल्प विधि 


अभीष्ट वृत्त, विए वृत्त का संकेन्द्रीय है, इसलिए इसका केन्द्र (2, 3) है। इस प्रकार अभीष्ट 
वृत्त का समीकरण इस रूप में लिखा जा सकता है 


2 + ४7- 45-69+८< 0 
क्योंकि वृत्त (-4, -5) से हो कर जाता है, अतः 
८5-6 -25 -6 -30 ५ -87 
अतः, अभीष्ट वृत्त का समीकरण 
22 +92-4:-69-87<-0 
है। 
प्रश्नावली 2.2 
निम्नलिखित से 3 तक प्रत्येक प्रश्न में वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए : 
. बिन्दुओं (, -2), (5, 4) और (0, 5) से हो कर जाने वाला। 
बिन्दुओं (2, -6), (6, 4) और (-3, !) से हो कर जाने वाला। 
बिन्दुओं (0, 0), (5, 0) और (3, 3) से हो कर जाने वाला। 


... उस बृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जो उस त्रिभुज के परिगत है जिसके शीर्ष (-2, 3), (5, 2) 
और (6, -॥) हैं | 


5. वृत्त &2+४2+ 45+ 6/+ 50 के संकेन्द्रीय उस वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जो बिन्दु 
(5, 4) से जाता है। 


ही ७ १२ 


ज्ञात कीजिए कि निम्नलिखित प्रश्नों 6 से 0 तक प्रत्येक में दिया समीकरण एक वृत्त, एक बिन्दु वृत्त 
या कोई वृत्त नहीं निरूपित करता है। 


6. [-»£-|2- 0 


. 7. £#+#7+2%+ ]5/0 
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8. ४+92+४- ५८0 

9, 2+9?2+2:+ 09+ 2065 0 
0, ४? + १-35 + 39+ 05८0 


! से 4 तक प्रत्येक प्रश्न में वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए : 

7. बिन्दुओं (।,-) से जाने वाले और जिसका केन्द्र रेखाओं ४-»<4 और 2:+ 395-ः के प्रतिच्छेद 
बिन्दु पर हो। 

2. उस त्रिभुज के शीर्षों से जाने वाले जिसकी भुजाएं &+ 5 2, 35-49 5 6 और ४-»-0 के 
अनुदिश हों | 

3. (0, 0) से होकर जाए तथा » और >» अक्षों पर क्रमशः ८ और ४ अन्त: खण्ड कार्टे। 

44, जिसका केन्द्र (, 0 है और जो बिन्दु (, 4) से हो कर जाता है। 


5. दिखाइए कि बिन्दु (5, 5), (6, 4), (-2, 4) और (7, ।) सभी एक वृत्त पर स्थित हैं। इस वृत्त का 
समीकरण, केन्द्र तथा त्रिज्या ज्ञात कीजिए। 


6. उस वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जो वृत्त ४2 + $१+ 8४+ 09-7-0 के केन्द्र से जाता है और 
वृत्त 222 + 292 -8:- 29-9 - 0 के संकेन्द्रीय हो। 


[2.4 प्राचल रूप (7ए9-9॥९/४८ 07) में वृत्त का समीकरण 


2.4. वृत्त ४! +४२<#“ का ग्राचल रूप मान लीजिए कि मूल बिन्दु पर केन्द्र वाला वृत्त ९ 
है और मान लीजिए कि इस पर कोई बिन्दु ? (५, )) (आकृति 2.2) है। मान लीजिए वृत्त ९ 
की त्रिज्या 07, ,-अक्ष की धन दिशा से 8 कोण बनाती है। 7? से #-अक्ष पर 7/ लम्ब डालिए। 
इस प्रकार है 

४ (00 / ००8 6 (चूँकि 07 - 9) 

»त &?2-+ आशा) 0 | (५ ४) 

यह वृत्त पर स्थित किसी बिन्दु के प्राचल 6 के 

पदों में निर्देशांक हैं। ध्यान दीजिए कि यह सत्य है चाहे 


८, 
एद्वितीय, तृतीय या चतुर्थपाद में हों। वृत्त का समीकरण 
22+ 9 <+2, 8 के 0 से 2% के सभी मानों के लिए 
>> + ८05 0, और »-7 आ। 0 संतुष्ट होता है। इस 


प्रकार, ४<# ००5६ 0, और ,-# था 0, वृत्त ७2 + ४२ - +2 
के प्राचल 0, 0 € 8 < 270 के पदों में प्राचल समीकरण 
कहते हैं। आकृति 2.2 
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2.4.2 वृत्त (६-४): + (४-४)? -+? का ग्राचल समीकरण 
आकृति 2.3 से, हम पाते हैं 
(४० ४-# और 7० - ५-# 
मान लीजिए आकृति 2.3 में दिखाए अनुसार 4९०४, ७ है, 










तब समकोण त्रिभुज २८९ में ए्‌ 
( 5 | अर ले (५४) 
0 कट । पर अन्‍। 5०: 
९०08 0 त्छ्‌्तफ्ञा और शा 0 कट ि 
5] 
इसलिए, #-75#०0830 और »-£-#8॥9. +...........- ८0० 
:8%,9)४ 





अर्थात्‌ +<८#+# 008 8 और /5६++#आं। 0 





'€व-> 

इस प्रकार, वृत्त के प्रत्येक बिन्दु के संगत, 0 है 

का अद्वितीयतः अस्तित्व है जब कि 

><579+ #+ ०05 0 और 7/5/८+# शा] 0, 0 & 8 < 27 

अतः, वृत्त (६-8)? + (४-70? - #* के प्रत्येक बिन्दु ? को 
-7॥+ # 0०08 0, और 9 5/६+# शा। 9 


से निरूपित किया जा सकता है। विलोमतः, यदि किसी बिन्दु ? के निर्देशांक (#+# ००४ 9, ६ 
+ / आ॥ 0), 0 ६ 98 < 27 हैं, तब यह वृत्त पर होगा यदि 


आकृति 2.3 


(४ + #/ 008 0-8)2 + (६+ / भ। 0 - /? ७ +* 
अर्थात्‌, यदि ॥2008 26 + ॥2 826 ८ #* 
जो कि सभी 08, 0 € 9< 25, के लिए सत्य है। 
इस प्रकार, ४८ ॥+ # ०0०08 0, ४ 5//++# शा] 0, (0 € 6 < 20) 
समीकरण (४-02 + (४-22 - +2 द्वारा निरूपित वृत्त के समीकरण का प्राचल रूप है| 
उदाहरण 7 दिखाइए कि बिन्दु (५, »)), जो इस प्रकार है 


ट्दां ८(।-+7 ) 


+> (८ एक वास्तविक संख्या है) 
|+४ + 





जे +ू 


# के सभी वास्तविक मानों के लिए वृत्त पर स्थित है। यह भी वृत्त के प्रावल समीकरण हैं। 
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हल हमें ज्ञात है कि 
268/...__ ८6([-४ 7) 


औता-ल-प्रा 


्य  ः 





वर्ग करके और जोड़ने पर, हमें समीकरण 
2 + ४१ - दे 
प्राप्त होता है, जो एक वृत्त को निरूपित करता है। 
उदाहरण 8 वृत्त के समीकरण ४2 + »“ - 9 का प्राचल रूप बताइए | 
हल वृत्त का दिया समीकरण 2 + 929 है। 
यहाँ #> 3, अतः दिये वृत्त के प्राचल 6 के पद में प्राचल समीकरण हैं 
>2<3 005 0, » 53 थ7॥ 0, 0 € 0 < 277 


उदाहरण 9 £४८5+3 ०0०5 0, /57+ 3 आ। 0, 0 < 6 < 27: से निरूपित वक्र का कार्त्तीय 
समीकरण ज्ञात कीजिए। 


हल कार्तीय समीकरण से अभिप्राय उस समीकरण से है जो प्राचल 9 के बिना », » से सम्बद्ध 
हो। इसलिए, हमें दिये प्राचल समीकरणों से 8 का विलोपन करना चाहिए। 


दिये समीकरण को इस प्रकार लिखा जा सकता है 
४-5 और झा 8 - है 
008 0 ८ व और 9 0 ८ तर 


वर्ग करके जोड़ने पर, हम पाते हैं 


श्शः 


या (४-5): + (४-7) - 9 
जो कि अभीष्ट कार्तीय समीकरण है। 


“गे 
ह् 005: 0+8॥ 06 <८[ 


उदाहरण 0 वृत्त ४2 + 92 -2:+ 4/-4-0 का प्राचल समीकरण ज्ञात कीजिए। 
हल वृत्त (:-)?+ 0-0“ - #? के प्राचल समीकरण हैं: है 


&र्ू8॥+7005 6, 75/+ # शा। 0, 0 < 8 < था 


वृत्त 435 
, दिये वृत्त का समीकरण है 
22 + 9 - 2:+ 49-4- 0 
जिसे इस प्रकार लिखा जा सकता है, 
(४-)2 + (५+ 2)2 < 32 
इसकी तुलना (४-/)2 + (४-0? 5 #* से करने पर हम पाते हैं, 
॥८ , £ ८-2, और #-3 
' इसलिए, दिये वृत्त का प्राचल समीकरण 
४८ ]+3 0९05 0, ै| :+-2 + 3 शा 0, 0 € 8 < 27६ 
हैं। 
“८ प्रश्नावली 2.3 
7. दिखाइए कि बिन्दु (५, 3), जहाँ 
४<35008 0, ै/--3 + 5 #7॥ 0 
6 के सभी मानों के लिए वृत्त पर स्थित है। 
2. दिखाइए कि बिन्दु (, 9), जहाँ 
४«०+ 7००४ 0, ै|50+/ शं। 0 
6 के सभी मानों के लिए वृत्त पर स्थित है। 
निम्नलिखित वृत्तों प्रश्न 3 से 5 तक) के प्राचल समीकरण ज्ञात कीजिए 
3. 3४४ + 3/54 
के +92+ 2:-49- [50 
5. >7+$2+ 7%४+ 9 5 0 


निम्नलिखित प्रश्नों 6 से 8 तक प्रत्येक में वक्रों के कार्तीय समीकरण ज्ञात कीजिए | जब कभी वक्र वृत्त 
हो तो इसका केन्द्र तथा त्रिज्या भी ज्ञात कीजिए 


6. 253 008 0, ४53 शा ० 
7. >54.+८20०08 0, /50+ ८ शा। 0 है 


है. ४८57+4008 0, ै/ 5-3 + 4 श॥ 0, 
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निम्नलिखित प्रश्नों 9 से 0 तक प्रत्येक में वृत्तों के प्रावल समीकरण ज्ञात कीजिए : 
9, ३४+ 377 + 42- 6/-4- 0 
0. 2४2 + 2772 -55-79-3 5 0 


2.5 वृत्त का समीकरण जब कि व्यास के अन्त्य बिन्दु ज्ञात हों 


मान लीजिए वृत्त के व्यास 007 के अन्त्य बिन्दुओं 0 और ( के निर्देशांक क्रमशः (७, , »)) और 
(४) ५ »2) हैं| १३ 


मान लीजिए वृत्त (आकृति 2.4) पर कोई बिन्दु जि 
?(५, )) है | मान लीजिए अर्द्ध॑वृत्त में “ (ाशर है। 
तब 

2 0/९ - 90" जद 


इसलिए, 07 और एए के प्रवणताओं का गुणनफल ९(०८,४) 
- है| 





9-9 
अब (07? की प्रवणता -+--- है, 





आकृति 2.4 


3) 
और एए की प्रवणता 





है, जहाँ ४ अं] है 2 
डर 


इसलिए 275. 0505 
न 80: | 
ः अनझी... 3-४2 


या (५-») (७-9) 5 - (४-४) (७-० 2.) - 
अत. वृत्त का अभीष्ट समीकरण 


५ (७-० ७3|) ७-32) + 0-9) ७-७)) 50 () 
| 


उदाहरण ॥| वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जबकि व्यास के अन्त्य बिन्दुओं के निर्देशांक 
(3, 4) और (-3,-4) हैं। 


हल दिया है ४ 53, 9 5०4; &, >+-3, 9) +-4 
समीकरण ()]) में इन मानों को प्रतिस्थापित करने पर, हम पाते हैं, 
(०-3) (६+ 3) + (४-4) (/+ 4) 5 0 


वृत्त 437 
या ४:-9+ 9४%“ -]6- 0 
या ४४ + 9१ - 25 

जो वृत्त का अभीष्ट समीकरण है। 
उदाहरण 42 वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जब कि व्यास के सिरे (-2, -3) और (-3, 5) है। 
हल यहाँ &5-2, » 5-3; 2. ८-3, है 
इसलिए, वृत्त का समीकरण 
(४+ 2) (५+ 3) + (४+ 3) (/- 5) 5 0 

या >> +55+ 6+/-29-55<0 
या ४2 + ५2+5:-29- 9-0 है| 


उदाहरण 43 उस वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जो उस आयत के विकर्ण को व्यास मान 
कर खींचा गया है जिसकी भुजाएं में ४-4, >5-2; 955 और »5-2 हैं। 
हल दी गई भुजाओं के समीकरण हैं ए्‌ 

6) #<>54 (6) # ८-2 

(0) ४5८३ (५) #>-2 
0) और (0) का प्रतिच्छेद बिन्दु & (4, 5) 
है। जो कि व्यास का एक अन्त्य बिन्दु है; «--2 
और (४) और (9) का प्रतिच्छेद बिन्दु 
0० (-2, -2) है जो कि व्यास का दूसरा 
अन्त्य बिन्दु है (आकृति 2.5)। इसलिए, 
वृत्त का समीकरण _ 

(४-4) (४+ 2) + (४-5) (४ + 2) 5 0 
या ४-2%2-8+97-39-050 






या >+%#2-2%-39- 8 5-0 () आकृति 42.5 
है। 


चूँकि 4 ७8९. - 90" < < ७॥00, अतः (]) द्वारा दिया वृत्त 8 और 0 से भी हो कर जाएगा | 
इस प्रकार, यह 879 व्यास वाला भी वृत्त है। 
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प्रश्नावली 2.4 
प्रश्न | से 5 तक प्रत्येक में वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसके व्यास के अन्त्य बिन्दु हैं 
. (2, 3) और (-, -3) 
2, (-2, 3) और (3, -5) 
3. (3, 2) और (2, 5) 
4. (5, -3) और (2, -“4) 
5. (0, 4) और (५, ») 


वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जो उस आयत के विकर्ण को व्यास मान कर खींचा गया है जिसकी 
भुजाएँ नीचे दी गई हैं 


6, ४56, ४-3; ४53 और फ#बना 
7. >#5३, #5८३; »>4. और जल 
8, ह54, &अ 5-5; ४55 और »>-3 


2.6 एक रेखा और एक वृत्त का प्रतिच्छेदन, स्पर्शी होने का प्रतिबन्ध | 

2.6.] वृत्त « #»&+ ३८7 () 
और रेखा #>#7४+ ८ (2) 
पर विचार कीजिए। 


वृत्त () और रेखा (2) का प्रतिच्छेदन बिन्दु ज्ञात करने के लिए, हमें दोनों समीकरणों को हल 
करना है। 


>» का मान समीकरण (2) से () में प्रतिस्थापित करने पर, हम पाते हैं 
32 + (35 + ८)? ८ के 


या 22 + काड2 + 2क्ाटए + ८ ८१ 
या ([ + काट) 32 + 2#0: + ८४ - +2< 0 (3) 


उपर्युक्त समीकरण वास्तविक गुणांकों का &में ट्विधातीय समीकरण है, इससे हमें «के दो मान 
प्राप्त होंगे जो वास्तविक और भिन्न-भिन्न, संपाती या काल्पनिक होंगे यदि इसका विविक्तकर 
क्रमशः धनात्मक, शून्य या ऋणात्मक है। 


बृत्त 439 
अर्थात्‌ 47722: - 4 ([ + 7#2) (८ट-+2) > 0 
या 4#72८2 - 4 (] + 7४2) (८०? -- +2) - 0 


या 407८? - 4 (| + #7) (८१-72) < 0 


अर्थात्‌ 47४ ([ + #72) > 4८९ | 

















या 472 (] + #72) < 4ट* 
या 472 ([ + ॥72) < 4८2 
34 शिलिलर 2 2वमकबड 
अर्थात्‌. भी+फ्र (4) 
लि 
९ ' पी+क्ोी [+क 5 
|] 
की छा हज के 








अतः, (4), (5) अथवा (6) के सत्य होने के अनुसार एक रेखा वृत्त को क्रमशः दो विभिन्‍न 
बिन्दुओं पर या दो संपाती बिन्दुओं पर प्रतिच्छेद करेगी अथवा किसी भी बिन्दु पर प्रतिच्छेद नहीं 
करेगी | हि 


आकृति 2.6 में |, , /, और ॥, चिन्हित 
सभी रेखाएँ समान्तर हैं अर्थात्‌ सभी की 
प्रवणता एक समान “%” है | सरल रेखा 
॥ जो (4) को संतुष्ट करने वाले +# के 
मान के संगत है और यह वृत्त को दो 
वास्तविक बिन्दुओं मान लीजिए ए और. 
९ पर काटेगी। सरल रेखा ॥, जो (5) 
को संतुष्ट करने वाले # के मान के 
संगत है, और वृत्त को दो संपाती बिन्दुओं, 
मान लीजिए 7२, पर स्पर्श करेगी। सरल 
रेखा /, जो (6) को संतुष्ट करने वाले 
/ के मान के संगत है, यह वृत्त को कभी 
नहीं काटेगी। | न आकृति 2.6 
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2.6.2 स्पर्शी होने का ग्रतिबन्ध 


परिभाषा एक रेखा, जो वृत्त को दो संपाती बिन्दुओं में मिलती है, वृत्त की स्पर्शी कहलाती है। 
वृत्त पर स्थित बिन्दु स्पर्श का स्पर्श बिन्दु कहलाता है। 


सरल रेखा »5॥०४+ ८, वृत्त () की स्पर्शी होगी यदि 


(7) 








८ 

#च्ड च्स्स्स्सचचि 

बीकक, 
अर्थात. यदि. ८«+॥+क्रोी (8) 
सम्बन्ध (8) को रेखा (2) के वृत्त () की स्पर्शी होने का प्रतिबन्ध कहते हैं। 
इसका अर्थ है # के प्रत्येक मान के लिए, रेखायें 

3»८०॥४२+ 7 कक और >»चू-हाह2-7 फी+ को 

बृत्त #2 + 92-72 की स्पर्शियां हैं। आकृति 2.6 में वे |, और ॥, से चिन्हित हैं । 


“यह वृत्त की समान्तर स्पर्शियों का युग्म है (दोनों की प्रवणता एक समान हैं)। ये वृत्त को. 
जिन बिन्दुओं पर स्पर्श करती हैं वे # पर निर्भर हैं। 


उदाहरण 4 रेखा »5+>» और वृत्त १ + ४2-25 के प्रतिच्छेद बिन्दुओं के निर्देशांक ज्ञात 
कीजिए। 


: हल वृत्त का समीकरण ४? + 92-25 और रेखा का समीकरण 9-]++< है| 
»के इस मान को वृत्त के समीकरण में प्रतिस्थापित करने पर, हम पाते हैं 
2 + (४+ )2 ८ 25 
या >+४-250 
या (४-3) (७+4)50 
जिससे प्राप्त होता है 


>-23या-4 


इन मानों को समीकरण 9<+<& में रखने पर, हम >» के संगत मान 4 या -3 पाते हैं। 
इसलिए, प्रतिच्छेद बिन्दु (3, 4) और (-4, -3) हैं 


वृत्त 44॥ 


उदाहरण 5 दिखाइए कि रेखा ५+»5, वृत्त ४ + 3? - 2:-4)+ 3-0 को स्पर्श करती है। 
स्पर्श बिन्दु भी ज्ञात कीजिए | 


हल वृत्त का समीकरण 


55 + 9 -/- 22-49+3 5-5 0 () 
और रेखा का समीकरण 
>४+औ#रू5 (2) 


' जक 
हम जानते हैं कि एक रेखा एक वृत्त को स्पर्श करती है यदि यह वृत्त को दो संपाती 
बिन्दुओं में काटती है। इसलिए, हम उनके प्रतिच्छेद बिन्दुओं के लिए दोनों समीकरणों को हल 
करते हैं। » का मान (2) से (॥) में प्रतिस्थापित करने पर, हम पाते हैं, 


52 + (5-02 - 2:-4 (5-0) + 3 50 
या ४+25-0:+ 2 - 2:-20+ 45+ 350 
या 2-8:+ 85-50 
या ४-4:+450 
या (४-2) « 
अर्थत्‌ >52,2 


अर्थात मूल समान हैं। इस प्रकार, दी हुई रेखा दिए वृत्त को दो संपाती बिन्दुओं पर काटती 
है। अतः रेखा वृत्त को स्पर्श करती है। 


अब, जब »-2, तब (2) से, हम पाते हैं »- 3. इसलिए ,स्पर्श बिन्दु (2, 3) है। 


उदाहरण 46 9 का वह मान ज्ञात कीजिए जिसके लिए रेखा 3:+ 4/-# 50, वृत्त 
४2 + 9? - 64 - 0 की स्पर्शी हो। 
हल हम जानते हैं कि स्पर्शी होने का प्रतिबन्ध ८०+7,/+#%? है 
दी हुई रेखा 35+ 49-79 0 है। 
2 


3 
या आनलाएणः ब्र झफक थ्ृ न 


इसलिए ##- न और ८< हि तथा वृत्त की त्रिज्या 8 है, 
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-+ (8 3८ प्र )5+ 0 


अर्थत्‌ू. #5-+40 


$ हर दो 


7. 


प्रश्नावली 2.5 
रेखा ४+ ५52 और वृत्त 2 + ५2 4 के प्रतिच्छेद बिन्दुओं के निर्देशांक ज्ञात कीजिए | 
रेखा .7:- 9-25 - 0 और वृत्त £+»*- 25 के प्रतिच्छेद बिन्दुओं के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 
रेखा ४+ 27-5< 0 और वृत्त ४ + ;2- 25 के प्रतिच्छेद बिन्दुओं को ज्ञात कीजिए | 


रेखा »5#४+ ८ और वृत्त £+ )2- ८? के प्रतिच्छेद बिन्दुओं को ज्ञात कीजिए और वह प्रतिबन्ध 
भी ज्ञात कीजिए जिससे रेखा वृत्त की स्पर्शी हो। 


सिद्ध कीजिए कि रेखा /5%+ ४2 ०, वृत्त 2 + ४2-८2 को स्पर्श करती है तथा स्पर्श बिन्दु भी 
ज्ञात कीजिए। ॥ 








सिद्ध कीजिए कि रेखा » #र++ (]+क वृत्त 2 + ४ | दि | 


कक है नाता पक बी न॑पा। 


८ के किन मानों के लिए रेखा »-2%£+ ८, वृत्त 2 + /2- 5 की स्पर्शी होगी। 


पर स्पर्श करती हैं। 


2.7 वृत्त पर स्थित एक बिन्दु पर स्पर्शी का समीकरण और किसी बिन्दु से स्पर्शी की 
लम्बाई 


2.7.] वृत्त पर स्थित एक बिन्दु पर स्पर्शी का समीकरण ज्ञात करना 
मान लीजिए, वृत्त का समीकरण 


४2 + ४ - कर () 


है और इस पर दिया बिन्दु ए (५, »]) है | 


चूँकि (६, »)) वृत्त पर स्थित है, हम पाते हैं, 


वृत्त 443 
7 + )[2 ८ (2) 
(४, »)) से जाने वाली और # प्रवणता वाली रेखा का समीकरण 
»०>39| 5##7 (४ - |») (3) « 
या 3 न्काण+ (५ - हाडा) 


है| इस रेखा के वृत्त ४१ + ४2- /“ को स्पर्श करने का प्रतिबन्ध 


श 5“ /एछ| ८ + #+क 
अर्थात्‌ृ. 0॥ -#ण्यो 5 ( + 7) +? 
है। (2) का प्रयोग करके, हम पाते हैं... 
6। 7हण्पों 5 (+ #?) (६२ + )7) 
या 2 + >४॥७| + शा» ८ 0 
या (7४| +5]) 5 0 
अर्थत्‌ू. #9+>5|50 
समीकरण (3) में ऋ का मान रखने पर, हम पाते हैं 


[१ हब 2। फल >- (0) 
अर्थात्‌ (४-७)) 9 + ७-०») ४[ 5 0 


अर्थात्‌ डे] + “२४-८0 





अर्थात >»|+99»-7750 ((2) के प्रयोग से) 

अर्थत्‌[ >2[+2» तक ह (4) 
यह दिए गए वृत्त () के बिन्दु ७, »)) पर स्पर्शी का समीकरण है। 

टिप्पणी : वृत्त १ +92-#2 के बिन्दु (४, ),) से जाने वाली त्रिज्या की प्रवणता व है और 
वृत्त के बिन्दु (४, ») पर स्पर्श की प्रवणता - न ((4) से देखने पर) है। इसलिए, बिन्दु 
(७ ») पर स्पर्शी, ७, ))) से जाने वाली वृत्त की त्रिज्या के लम्बवत है। 
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42.7.2 वृत्त ७2 +9१+ 285+ 200 + ८50 ॒ () 
के बिन्दु ७,,») पर बृत्त की स्पर्शी का समीकरण 

मान लीजिए वृत्त (आकृति 2.7) के दो सन्निकट 
बिन्दु 7 (६,, »)) और 0 ७७, 3.) हैं। रेखा ९0 
का समीकरण 


2270 ५ 
ह9 7 कक (2) 





(३-9 ] )क 
है। 


चूँकि (६, ))) और (७, ),) वृत्त (।) पर स्थित 
हैं, हम पाते हैं 


ड2+9)]+ 285. + 20|+ ८८0 (3) 





और &,/2+9,7+2852+229/+८50 (4) (5 


(3) में से (4) को घटाने पर, हम पाते हैं 23080 
(0-०) + (7-99) + 28 (४-००) + 20-02) 5 0 
या ७0 +399) ७722) + 0]+ 39) 0/7092 + 28 ७-9५) + ४ ७५-09) 50 
या 0779 0. +3%2+ 4) + ७-८०) ७ + ०2 + 28250 
डा >2 7» _ 3 +72 + 28 
>9- » शत कर्थ 


28 
इसलिए, रेखा 70 का समीकरण $-५,>- 7 ०7८8 (_ 
इसलिए ७ 28 4 कर अरकलफ़ हू (४ ->]) (5) 


यदि रेखा (5) 7 पर स्पर्शी है, तब वृत्त के अनु »,,», की ओर और »,, », की ओर प्रवृत्त होंगे। 
इसलिए, हम पाते हैं 


_., _ _2(5+8&) 
हज तक 


या (४-9) 0७, +/)5- ७६४४ + 2) (६-»]) 


या १4 (का - हा जा ह्ठ रच (८४८ आओ न 82“ 82, ) 
या 





कक 88% / 5४ + 92+ 85 + 


बृत्त 445 
दोनों पक्षों में ६४ +/५, + ८ जोड़ने पर, हम पाते हैं 
अा[ + 99 + & ४+5)+/(0/+9)+०>2[7+ 9 + 285 + 29,+८ 


(3) के परिप्रेक्ष्य में, यह हो जाता है 


20 + 09, + 8 (४+3])+(५+ ७.) + ८८0 (0) 
जो कि स्पर्शी का समीकरण है। 
विकल्प विधि 
मान लीजिए दिए वृत्त ह 

४४ + ४ + 22४ + 270 + ८८0 | () 


पर दिया बिन्दु ? (७, ))) है। 
मान लीजिए ८ वृत्त () के केन्द्र (-8, -/) को निरूपित करता है| 


0) +/ 
४ +& (2) 


क्योंकि वृत्त (() की बिन्दु ?पर स्पर्शी ?? के लम्बवत है, 

“ै। + 8 

शक १) 
इसलिए वृत्त () के बिन्दु 7 पर अभीष्ट स्पर्शी (3) से प्रदत्त प्रवणता, की रेखा है। इस 

प्रकार, वृत्त (() की 7 पर स्पर्शी का समीकरण 





तब (४9 की प्रवणता < 


अतः ? पर स्पर्शी की प्रवणता ७- 


तय 
2 4) 4 न 8 “<४)) 


शकर्थ 
या (८-०४) (४ + 8) + (५-७) (५ +/)50 
या म्झ। + 3] + &8+/ 5८ 5|+ 9» + 85] + | 
- -&»-/9-० क्योंकि ? (]) पर स्थित है। 
या ख| + 2» + & ४+3)+/(७+ »|2+ ०८5८० 


टिप्पणी 

]. यहाँ ध्यान दिया जाना चाहिए कि (६, »[) पर स्पर्शी वृत्त के समीकरण में क्रमशः ४? के 
लिए %४५)* के लिए 99,,> के लिए “27. और » के लिए 272 प्रतिस्थापित क़रने 
से प्राप्त होती है। ह | 

2. (2.7.)) के परिणाम विकल्पतः (2.7.2) में प्रयुक्त विधि से व्युत््यन्न किए जा सकते हैं। 





446 गणित 


उदाहरण ॥7 वृत्त 2+$?> !3 के बिन्दु (2, 3) पर स्पर्श का समीकरण ज्ञात कीजिए। 
हल वृत्त <2 + ॥2-/2 की (७॥, »)) पर स्पर्शी का समीकरण &ऋ|+ 990 7 है। 


४] + 2, )[ 3 और # 3 प्रतिस्थापित करने पर, दिए वृत्त की अभीष्ट स्पर्शी का समीकरण 
2%+ 39 >3 है। 


उदाहरण 48 वृत्त £? + 9४० -७26४+ [29+ 05 5 0 के बिन्दु (7, 2) पर स्पर्शी का समीकरण 
ज्ञात कीजिए। 


हल वृत्त के उपर्युक्त समीकरण की वृत्त के व्यापक समीकरण #+ /+ 2&2+ 29+ ८50 से 
तुलना करने पर हम पाते हैं 

28 5-26, 2/< [2, ८5 05 
तथा, डे स7, आनत2 


इसलिए, (6) से, स्पर्शी का समीकरण है 


2 
१४३३६ > (+7)+ हू 0+2)+0550 


या 7%४+29-3 (४+7)+6 (४+ 2) + 05 5 0 
या 7%४+ 29-3४-9]+ 6/+ [2+ 05 5 0 
या -06:+ 89+ 265 0 

या: 3/-4५-3- 0 


उदाहरण 9 वृत्त £+)? - 66+ 49-2<0 के उन स्पर्शियों के समीकरण ज्ञात कीजिए जो 
रेखा 44+ 39+ 550 के समान्तर है। 


हल दिया वृत्त £+9$2 - 6:+ 49-2< 0 


(3) 

है जिसे निम्न प्रकार लिखा जा सकता है 
ह (४-3)? + (५»+ 2)* - 52 (2) 
दी हुई रेखा 4:४+ 39+ 550 (3) 


है। दी हुई रेखा (3) के समान्तर किसी सरल रेखा का समीकरण 


4:+ 39 + (० 0 (4) 
है। यह () की स्पर्श होगी, यदि इसकी केन्द्र (3, -2) से दूरी त्रिज्या 5 के बराबर हो। स्मरण 
कीजिए कि बिन्दु (५, ))) से रेखा &४+8»+ 0-0 की दूरी का सूत्र 


चृत्त बनी 




















डा] न+39|+( 

विज है। 

423+3.(-2)+ ६ ]2-6+ ५ 
इसतिए... हि (5 किक 55 
या +65+-<25 
या 6+6:5+ 25 
या ४ <-9 या -37 


अतः अभीष्ट स्पर्शियाँ 4+ 39+ 950 तथा 45+ 39-3 5 0 हैं | 
. 42.7.3 एक बिन्दु से खींची गयी स्पर्शी की लग्बाई 


मान लीजिए दिया बिन्दु & (४,, ).) 
है (आकृति 2.8) और मान लीजिए 
कि दिए वृत्त का समीकरण &2 + 9? 
572 है| तथा «'' स्पर्श और 07' 
त्रिज्या है। 


तब, ४04-5 


पाइथागोरस प्रमेय के अनुप्रयोग से, 
हम पाते हैं 





आकृति 2.8 


/प? - 002 - 2 
या 7? < (४- 0) + (9- 0)? -+* 
नऊआ के आना 
इसलिए, # + (डिक -कर ह 
जो बिन्दु & ७, ») से खींची अभीष्ट स्पर्शी की लम्बाई है। 


ही बिन्दु ७, »,)) से व्यापक समीकरण &? + ॥१ + 2:+ 2//+ ८-0 द्वारा निरूपित बृत्त पर 
खींची स्पर्शी की लम्बाई ज्ञात करना हम उपर्युक्त स्थिति में प्रयुक्त विधि के अनुसार ही ज्ञात कर 
सकते हैं। 


448 गणित 
वृत्त (आकृति 2.9) का केन्द्र (-8, -/) और त्रिज्या 
# न डक 6 77 -८ है | 






0(-&,-7) ०8543 


आकृति 2.9 


पुनः पाइथागोरस प्रमेय के अनुप्रयोग से, हम पाते हैं ह 
हर 5 ४/+8)+0+/- (४+/- ०) 
४2+ 2600 + &+ 97 + 20 ,/- (४ +/2- ८) 


न 2+)»7+ 285 + 29 + ८ 


अत,, स्पर्श #ग्'की लम्बाई (52 +32+265 +2/0+८ है। 


उदाहरण 20 बिन्दु (4, 3) से वृत्त ४ +»2- 9 पर खींची स्पर्शी की लम्बाई ज्ञात कीजिए | 
हल बिन्दु (४) से वृत्त ४ + 2-7 पर खींची स्पर्श की लम्बाई ,(+2+92-+#? है। 
यहाँ ड््‌ 54, ञ| - 3, #2- 9 

इसलिए, स्पर्शी की लम्बाई - /]6+9-9 <4 है। 


हक 2। (3, 4) से वृत्त 2 + 92-40+ 6/-50 पर खींची स्पर्शी की लम्बाई ज्ञात 
जिए | 


हल बिन्दु ७,,))) से वृत्त 2 + ७»? + 22: + 29+ ८-0 पर खींची स्पर्शी की लम्बाई 
हे 2 +3+280+2/9+ ० +2८ है। | 


यहाँ, ड़ ल 3, )»| 5 4, 285--4, 27-८6, ८-<-, 


चृत्त 449 


इन मानों को प्रतिस्थापित करने पर, 


स्पर्श की लम्बाई > ,32+4२-428+664- 


अतः, अभीष्ट स्पर्शी की लम्बाई 6 है। 


प्रश्नावली 2.6 
प्रश्न । से 7 तक के वृत्तों में इंगित बिन्दुओं पर स्पर्श का समीकरण ज्ञात कीजिए। 
4. &2+ ४-2; (, |) 
2, ४2+३2- 0; (, -3) 
3, ४2+ 92-25; ु (-3, -4) | 
4. ४४ + » -30४+ 69+ 09 ८ 0; (4, -) 
5. 0+ ३४ -26:-29+ 45 ८ 0; (2, 3) 
6. 27+ ३2 -2४-0५9+ 50; (-3, 2) 
7. ४ ४+ 9 -242४- 0 [6 (] + ०08 ०), & भा ७] 


प्रश्न 8 से 3 तक प्रत्येक वृत्त पर इंगित बिन्दुओं से खींची स्पर्शी की लम्बाई ज्ञात कीजिए 


8. 2/+ 9८3; 
9, ४ 2+ ४2 > 2; 
0. &2 + ४7 < 8; 
44. 2 + ४2 -2,:- 4/+ 6 ८ 0; 
42, 22 + ४2 ++ 29+ 650; 
3, /2+ 9 + 20-29+4 5 0; 


(2, ।) 
(5, 6) 
(3, 2) 
(2, 4) 
(-, ८3) 
(2, 3) 


]4, वृत्त <:+%92<>9 की उन स्पर्शियों के समीकरण ज्ञात कीजिए जो रेखा 2:+ » -3-0 के समान्तर हैं | 


45. वृत्त £ + 2 + 2४ + 4/- 450 की उन स्पर्शियों के समीकरण ज्ञात कीजिए जो रेखा 


5:+ [29+ 650 के समान्तर हैं। 


6. दिखाइए कि बिन्दु ७ के सभी मानों के लिए (६००४ ०, ८ 89 ०) वृत्त ४१ + ११ - ८? पर स्थित है तथा 
यह भी दिखाइए कि इस बिन्दु पर स्पर्शी का समीकरण £००४०,+> भं। ०.८४ है | 


7. प्रतिबन्ध ज्ञात कीजिए ताकि रेखा ६+ #/-#, वृत्त ४ + »१« ४2 की स्पर्शी हो । 


450 _गणित्त 


विविध उदाहरण 


उदाहरण 22 बिन्दुओं (0, -) और (2, 0) से जाने वाले वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए 
जिसका केन्द्र रेखा 3:+ 9-5 पर स्थित है| 


हल मान लीजिए कि वृत्त का समीकरण 22 +97+ 28:+ 27/+ ८50 है। 
यह बिन्दुओं (0,-) और (2,0) से जाता है। इसलिए, हम पाते हैं 

]-2/7+ ८०5८0 या 2/7-८८०॥ () 
और 47+48+८८0 या 48+८5-4 (2) 
तथा वृत्त का केन्द्र (-8, -/), रेखा 3:+ ५55 पर स्थित है 
इसलिए, -38-/ 55 


(3) 
समीकरण ([) और (2) को जोड़ने पर, हम पाते हैं 
27+485-3 (4) 
समीकरण (3) और (4) को हल करने पर, हम पाते हैं 
प्र ]] 
8च-5* और / दर 
# का मान ()) में प्रतिस्थापित करने पर, हम पाते हैं 
०50 


इसलिए, वृत्त का समीकरण 


ञ्र्टी 2 जन है है (] 
>2:४+ ४ + 2 ठ + 2. 2 >+05-0 


अर्थात्‌ 22+ 9-7 ;+ [!9+ 0 50 है। 
उदाहरण 23 वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जो $-अक्ष को मूलबिन्दु से 4 की दूरी पर स्पर्श 
करता है और »-अक्ष पर 6 लम्बाई का अन्तःखण्ड काटता है। 
हल मान लीजिए कि वृत्त का समीकरण 
>2+४४+285+ 29+ ८5८0 () 
है। यह *-अक्ष को 


92 हि 29 +८50 ( 2) 


वृत्त 45 


से प्राप्त बिन्दुओं पर मिलता है। यह » में व्विघातीय समीकरण है, इसके मूल बराबर होने चाहिए 
और प्रत्येक या तो 4 या -4 के बराबर होगा | इसलिए, यह 
(»/+4)2-0 
या ४ +ऊ89+ ]6- 0 (3) 
के तुल्य होनी चाहिए। (2) और (3) की तुलना करने पर, हम पाते हैं 
27/-+ 8 और ८-6 
इसलिए, वृत्त के समीकरण निम्नलिखित होगें 
४2+ /2+ 26:+ 89 + 6< 0 
यह #अक्ष को समीकरण 
22 + 22४+ !65- 0 
से प्राप्त बिन्दुओं पर मिलेगा, अर्थात्‌ वे बिन्दु -8+ ५४ २-१6 और -४- (8-6 होंगे। 
क्योंकि वृत्त -अक्ष से लम्बाई 6 का अन्तःखण्ड काटता है, हम पाते हैं 
6-2 (8-6 
जिससे 65+ 5 प्राप्त होता है। 
अतः वृत्त के अभीष्ट समीकरण 
>2+ ;92+ [0:+5 89+ [65 0 
होंगे। इस प्रकार, दिए प्रतिबन्धों को संतुष्ट करने वाले चार वृत्त हैं। 


उदाहरण 24 उस वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जो बृत्त 222 + 2/2-6:+89+- 0 के 
संकेन्द्रीय है और क्षेत्रफल में इससे दोगुना है। 


हल दिए वृत्त का समीकरण 
22 + 292 ७-6: + 89+ [>0 है 
जिसे इस प्रकार लिखा जा सकता है 


४2 + 92 - 3: + 49 + ञ्र न्‍्ः0 


इस वृत्त का केन्द्र (डर »-2) है और त्रिज्या 


452. गणित 

| | पकड़ ढ़ नि 
हमें दिया गया है कि अभीष्ट वृत्त दिये वृत्त के संकेन्द्रीय है, 
इसलिए, इसका केन्द्र (ठ ,-2) है। 
मान लीजिए अभीष्ट वृत्त की त्रिज्या / है। 
दिए प्रतिबन्ध के अनुसार, हम पाते हैं 

7 #॥/ 5 2» दिए वृत्त का क्षेत्रफल 

* 


23 
2 


इसलिए, अभीष्ट वृत्त का समीकरण 


3४ 23 
[ ण्् । +(५ के 2) - हि 


2 सन 
या #] न 


9 23 
2 महक 5] 
या 27 -35+ व +2 +4/+4 2 
2] 
या 2+97-3४+%क- दू 0 
या 452 + 492 - 2:+ 6/-2-0 है| 


उदाहरण 25 उस वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसकी वृत्त के बिन्दु (2, 5) पर स्पर्शी रेखा 
20-9+ |< 0, है और केन्द्र, रेखा ४&+9-9 पर स्थित है। 


हल रेखा 2:-9+ [-0 पर लम्ब तथा बिन्दु (2, 5) से होकर जाने वाली और रेखा का 
समीकरण निम्न है| 


»-55-ज ४-2 
या ४+ 295 [2 


यह वृत्त के केन्द्र से हो कर जाती है। इसलिए, समीकरणों 


वृत्त 453 


>+ >> 9 और #+ 295 2 


के हल करने से केन्द्र के निर्देशांक 
प्राप्त होंगे। 


हल #<८6, ४ उ है। 


इसलिए केन्द्र (6, 3) हुआ। इस बिन्दु 
की (2, 5) से दूरी 


बट ५७6-2)+3-5) (6-2) +(3- 5) 





+ /ी6+4 5 ४20 
जो कि वृत्त की त्रिज्या है। आकृति 2.0 


अतः (४-6) + (४-3) - 20, अभीष्ट वृत्त का समीकरण है। 


उदाहरण 26 उस बृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसकी त्रिज्या 5 है और जो वृत्त 
2 + 9? - 22-49 - 20 50 को बाह्यतः बिन्दु (5, 5) पर स्पर्श करता है। 


हल दिए वृत्त का समीकरण 
22 + 9? -७- 2४-49 - 20 50 है। 


इसका केन्द्र & (, 2) और त्रिज्या #-5 है| मान लीजिए 7? (5, 5) स्पर्श बिन्दु है। मान लीजिए 
त्रिज्या 5 के अभीष्ट वृत्त का केन्द्र 8 (, ॥0 है, तब ?, ४8 का मध्य बिन्दु है। 


इसलिए, 


॥ 


5>. | न्‍्त | और 5- /+2 


५. * “9 
या #<9, #-४३ 
अत: अभीष्ट वृत्त 
(४-9 )2 + (५-8 )? - 52 
या 22 + ॥2 -8:- 69-20 50 है| 


अभ्यास 42 पर विविध प्रश्नावली 


. बिन्दुओं (2, -3) और (3, -2) से हो कर जाने वाले उस वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए 
जिसका कंन्द्र रेखा 2४-39 8 पर स्थित है। 
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2, वृत्त ४2 + 3? + 4: 8) 6-0 के संकेन्द्रीय उस वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसकी 
त्रिज्या दिए हुए वृत्त की त्रिज्या की दोगुनी है। 


उस वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जो #-अक्ष को मूलबिन्वु से 3 की दूरी पर स्पर्श करता 
है और >-अक्ष पर लम्बाई 6 का अन्तःखण्ड काटता है। 


ऊ 


ह 


4, सरल रेखाओं ४-%< 0, 38+ 27955, ४-95 0 और 2:+ 3950 से बने चतुर्भुज के 
परिगत वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए। 

5, रेखाओं ४+»<6, 2£+9-4 और ४+ 2955 से बने त्रिभुज के परिगत वृत्त का समीकरण 
ज्ञात कीजिए। 


6. वृत्त £४+92-4:+ 69/-3+<0 के संकेन्द्रीय उस वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जो 
क्षेत्रफल में इससे दोगुना है। 
7. सिद्ध कीजिए कि वृत्तों 2 + ४१2 < [, ४ + 7 - 2:-6/-6-0 और #४+ ३१-4४-29-9-0 
की त्रिज्याएँ स० श्रे० में हैं। 
8. सिद्ध कीजिए कि तीन वृत्तों 
22 + 92 ७“ 4- 6/- ]4 ८ 0, 
४ +92+ 2/+ 4५9-5- 0, 
और #&#+%#2- 0:-6/ +7<50 
के केन्द्र समरेखीय हैं | 
9. बिन्दु (2, 7) पर एक वृत्त की स्पर्शी रेखा 5६-४-3 है तथा वृत्त का केन्द्र रेखा ४&+ 29< 9 
पर है। वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए | 


ध् 


एक वृत्त के बिन्दु (-3, 0) पर स्पर्शी 44-39--2 है और बिन्दु (4, ) पर स्पर्शी 
3:+49- 6 है| वृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए। 


* सिद्ध कीजिए कि वृत्त £४+ 92 - 69 के बिन्दुओं (5, 2) और (2,-5) पर स्पर्शियाँ परस्पर 
लम्ब है| 


4 


सबने 


2. » + ४-3 की दो स्पर्शियों के समीकरण ज्ञात कीजिए जो »-अक्ष से 60" का कोण बनाती 
हैं। 


] 


९ 


* दिखाइए कि रेखा ४+ 3 ५ 4 वृत्तों 22 + ;2-4 और 5? + 52 - 4: 4/3%9+ [2-0 को 
एक ही बिन्दु पर स्पर्श करती हैं। 
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4. यदि रेखाएँ 5६+ 22- 0-0 और 5४- 2/-40- 0 व्यास 6 के वृत्त 0, को स्पर्श करें 
और यदि (९ का केन्द्र प्रथम चर्तुथांश में स्थित हो तो वृत्त 0, का समीकरण ज्ञात कीजिए 
जो (0, के संकेन्द्रीय है और इन रेखाओं पर लम्बाई 8 का अन्तःखण्ड काठता है। 

5. यदि मूलबिन्दु की तीन वृत्तों «2 + »2 - 20.:- ८९, जहाँ ८ अचर और 9 चर है, के केन्द्रों से 


दूरियाँ गु० श्रे० में हों तो सिद्ध कीजिए कि वृत्त 2 + /१< ८? के किसी बिन्दु से इन तीनों 
पर खींची स्पर्शियों की लम्बाइयाँ गु० श्रे० में हैं। 


शक 


अध्याय 
परिच्छेद अधाजका/्त धक्राएदा2/कायताएाध व पालक पवाकपरतमफ्ाने बात थक पशेदतद्रापनाादकत प्पपपभात त/काक्षाा जा उधर 2७8790 22:75 उदयन ब'क 8999 २ ९०२३५५०५८एघथाले, 


। है 
(00९ एएशा0४) 2 
3. भूमिका 


पिछले अध्याय में, हमने वृत्त के समीकरणों के विभिन्न रूपों का अध्ययन किया है। इस अध्याय 
में, हम कुछ अन्य वक्रों का अध्ययन करेंगे जो सामान्यतः शांकव के रूप में जाने जाते हैं, और 
उनके संगत समीकरणों को व्युत्पन्न करेंगे। एक शंकु परिच्छेद तल में एक वक्र है जो एक 
लम्बवृत्तीय द्विशंक्‌ और एक तल के प्रतिच्छेदन से प्राप्त किया जा सकता है। इसी कारण से 
इन्हें शंकुपरिच्छेद या शांकव कहा जाता है। हम मुख्यतः तीन प्रकार के शंकु परिच्छेद-नामत 
परवलय (9४3008), दीर्घवृत्त (॥॥086) और अतिपरवलय (#979०४०%) का अध्ययन करेंगे। इन 


वक्रों के गुणधर्मों और उनकी आकृतियों ने उन्हें प्रायोगिक रूप से बहुत अधिक उपयोगी बना 
दिया है। 


जब लगभग 604 ई० में गैलीलियो ने खोजा कि मीनार की चोटी से क्षैतिजतः एक प्रक्षेप्य 
फेंका जाय तो इसका पथ एक परवलय होता है तब शांकव का प्रथम अनुप्रयोग हुआ। 
आटोमोबाइल्स की हैडलाइट में परावर्तक, रेडियो के लाउडस्पीकर और दूरदर्शी (७।७४००/०) 
के दर्पण परवलय आकार के होते हैं। परवलीय दर्पणों को कभी-कभी सौर ऊर्जा एकत्र करने 
में प्रयोग करते हैं। केवल कुछ वर्षों बाद, 609 ई० में केप्लर ने सर्वप्रथम घोषित किया कि हमारे 
सौर मण्डल के ग्रह सूर्य के चारों ओर दीर्घवृत्तीय कक्षाओं में परिक्रमा करते हैं। अनेक 
कलाकृतियों और पुलों के निर्माण में दीर्घवृत्त प्रयुक्त होता है। दीर्घवृत्त के ज्ञान से आज सूर्य 
ग्रहण और चन्द्र ग्रहण के सही स्थान और समय की भविष्यवाणी करना सम्भव हो सका है। 
घूमती हुईं खराद मशीन के कार्य में अतिपरवलय प्रगट होता है। परमाणु के केन्द्रक के विद्युत 
क्षेत्र में अल्फा कणों द्वारा अंकित पथ के वर्णन में अतिपरवलय भी उपयोगी है। इसके अतिरिक्त 
सौर मण्डल के उपग्रहों के यात्रा पथ दीर्घवृत्त, परवलय और अतिपरवलय होते हैं | 


इस अध्याय में, हम उनके समीकरणों एवं अन्य अनुप्रयोगों को ज्ञात करने में वैश्लेषिक 
विधियों का प्रयोग करेंगें। 
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3.2 शंकु के परिच्छेद 


मान लीजिए एक स्थिर ऊर्ध्वाधर रेखा है और # एक दूसरी रेखा है जो इस रेखा को स्थिर 
बिन्दु ७ पर प्रतिच्छेद करती है और इससे एक कोण 6 बनाती है (आकृति 3.)। मान 
लीजिए, हम रेखा ऋ% को रेखा / के परितः इस प्रकार घुमाते हैं कि # की सभी स्थितियों में, कोण 
9 अचर रहे | तब उत्पन्न पृष्ठ एक लम्ब वृत्तीय द्विशंकु है। स्थिर बिन्दु ए शीर्ष (५०॥००0 है, 
और स्थिर रेखा । शंकु की अक्ष है, इन सभी स्थितियों में रेखा % शंकु की जनक (8शाश्ाब०) 
कहलाती है। शंकु को शीर्ष दो भागों में विभक्त करता है जिन्हें नेप्स (५७७०००५) कहते हैं। 


यदि हम एक तल लेते हैं, तब तल एवं शंकु के उभयनिष्ठ बिन्दु तल द्वारा शंकु के 
परिच्छेद बनाते हैं। हम तल की स्थितियों के अनुसार विभिन्न प्रकार के शंकु-परिच्छेद प्राप्त 
करते हैं। यदि तल, शंकू्‌ की अक्ष के लम्बवत्‌ होता है, तब शंकु का परिच्छेद एक वृत्त होता 
है [आकृति 3.6)]| यदि तल जनक (इथाअथ्ण) के समान्तर है परन्तु स्वयं जनक तल में 
नहीं हो तब वह दोनों नेपष्स 0४०७००७) को प्रतिच्छेद नहीं करता है, प्रतिच्छेद वक्र परवलय 
(99800) होता है [आकृति 3.00)]। यदि तल शंकु की एक नेप (५४०००) के आर-पार 
पूर्णतः काटता है और अक्ष के लम्बवत्‌ नहीं है, तब प्रतिच्छेदन का वक्र दीर्घवृत्त (७9६०) होता 
है [आकृति 3.(॥)]! यदि तल अक्ष के संमान्तर है और अक्ष से नहीं जात्ता है, तब यह दोनों 
नेप्स (५9/७०४) को काठता है, प्रतिच्छेदन का वक्र. अतिपरवलय (॥779०४७०४) होता है 
(आकृति 3.60५)] | | 


(एप एःध०08 
हे |; मिकाह र | 5 (0) 
द् सम॒ज़छ९०790०7७ 


आकृत्ति 3. 
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यदि काटने वाला तल शंकु के शीर्ष ७ से जानें वाली स्थिति में हो, तो परिच्छेद एक 
बिन्दु, एक सरल रेखा या प्रतिच्छेद करने वाली रेखाओं का युग्म है। इन्हें अपभ्रष्ट (१०४था०व००) 
शंक॒परिच्छेद कहते हैं। 


हम शंकू परिच्छेदों का तलीय वक़ के रूप में अध्ययन करेंगे। इस उद्देश्य के लिए उन 
परिभाषाओं को प्रयोग करना सुविधाजनक है जिनमें वक्र केवल तल में स्थित है। इस प्रणाली 
के अनुसार, परवलय, दीर्घवृत्त, अतिपरवलय को एक स्थिर बिन्दु, नाभि (80078), और तल की 
एक रिथर सरल रेखा, नियता (975०770 के पदों में परिभाषित किया जाता है। यदि ४ नाभि 
और । नियता है तब तल के सभी बिन्दुओं का समुच्चय जिनकी # से दूरी और । से लाम्बिक 
दूरी ८ में एक नियत अनुपात ०८ होता है, शंकु परिच्छेद बनाता है। नाभि से जाने वाली और 
नियता पर लम्ब रेखा शांकव की अक्ष कहलाती है। अचर ८ को शंकु परिच्छेद की उत्त्केन्द्रता 
(०००थाप्रंणा») कहते हैं। ये शंकु परिच्छेद तीन श्रेणियों में बाँटें जाते है : 


दीर्घवृत्त : 0<८< परवलय: ४८ ॥ अतिपरवलय: ४ > [. 
दीर्घवृत्त अतिपरवलय 
हि हा जे 
7 
ह 
प्र 
| 0< हट 5 | 





आकृति 43.2 


हम इन शंकु परिच्छेदों के समीकरण मानक रूप में प्राप्त करेंगें और उनका विस्तार से 
अध्ययन करेंगे। 


43.3 परवलय (४7४0०) 


परिभाषा | एक परवलंय तल के उन सभी बिन्दुओं का समुच्चय है जो त्तल के एक निश्चित 
बिन्दु और एक निश्चित सरल रेखा से समदूरस्थ हैं। निश्चित बिन्दु को नाभि (#0०॥8) और 
निश्चित सरल रेखा को नियता (07००४५) कहते हैं। 


हम परवलय के समीकरण को निम्न प्रकार से प्राप्त करते हैं : 
मान लीजिए कि नाभि # और नियता | है। छ से नियता पर लम्ब एए॥ खींचिए और एथश 


शंकू॒ परिच्छेद 459 


को बिन्दु / पर समद्विभाजित कीजिए। ७५ को 5 तक बढ़ाइए। मध्य बिन्दु ५ स्पष्टतः 
परवलय पर है और आकृति 3.3 के अनुसार परवलय का शीर्ष (ए०(७७) कहलाता है। ७ को 
मूलबिन्दु, मानकर ५४ को >-अक्ष और इसके लम्बवत्‌ ५५४ को >-अक्ष लीजिए। मान लीजिए 
कि नाभि की नियता से दूरी 26 है। तब, नाभि के निर्देशांक (६, 0), 9>0 हैं तथा नियता का 
समीकरण #+ ०50 है। मान लीजिए परवलय पर कोई बिन्दु 7? (४, )) है। परिभाषा के 
अनुसार, 7४ दूरी, बिन्दु ? से नियता / की दूरी 4 के बराबर होनी चाहिए।. 





आकृति 3.3 

दूरी | इस प्रकार है 

शक्ति 5 फ्-ो कि 
? की रेखा / से दूरी 

ध>(>%+4 | है | 
चूँकि 7 - ८, हम पाते हैं 

एि-बो+आी <|+ ८)! 
या (4)? + ॥2८ | &+ थ 7 (६४+ ८) 
या 27- 260 + ध+ १7८ #7+ 245 + थ'* 
या «469, 4 > 0 ॒ () 


वक़ का प्रत्येक बिन्दु समीकरण () को संतुष्ट करता है। पुनः, सोपानों के क्रम उलटने 
पर यह दिखाया जा सकता है कि प्रत्येक बिन्दु जो इस समीकरण को संतुष्ट करता है परिभाषा 
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प्रतिबन्ध को संतुष्ट करता है। यह परवलय के समीकरण का मानक रूप है। जिसका शीर्ष, मूल 
बिन्दु, नामि 6, 0) तथा नियता ४८-६ है। यदि ८> 0,» का मान धनात्मक या शून्य हो सकता 
है परन्तु ऋणात्मक नहीं | इस स्थिति में परवलय को प्रथम और चतुर्थ पाद में अनिश्चित रूप 
से दूर तक बढ़ाया जा सकता है और परवलय का अक्ष, >-अक्ष का धनात्मक भाग है। 


उपर्युक्त समीकरण के निरीक्षण से निम्नांकित निष्कर्ष तथा परिभाषाएँ प्राप्त होती हैं : 


[, यदि परवलय ;2< 4६४ पर (»,)) कोई बिन्दु है, तो (४, -)) भी परवलय पर एक बिन्दु 
है। इसलिए, परवलय >»- अक्ष के परितः सममित है जो परवलय की सममित अक्ष है। 


2, संख्या 4 को परवलय की नाभीय लम्बाई (#०८४| 0780) कहते हैं। 


3, नाभि से जाने वाली और परवलय की अक्ष के लम्बवत जीवा को नाभिलम्ब जीवा (88 
।80पणा7) कहते हैं| इस प्रकार £-5 नाभिलम्ब जीवा का समीकरण है| नाभिलम्ब जीवा 
की लम्बाई इसके शीर्षों के निर्देशांको से ज्ञात की जा सकती है। समीकरण (]) में £ के 
लिए 8 प्रतिस्थापित करने से, हम पाते हैं #7- 469८८ या >5-+24 | अतः नाभिलम्ब जीवा 
के शीर्ष बिन्दु (6, 22) और (6, -2) हैं। इसलिए, नाभिलम्ब जीवा की लम्बाई 4६ है| 


4, #*-- 442 में यदि 6>0, तो » का मान कोई भी ऋणात्मक संख्या या शून्य हो सकता 
है परन्तु कोई धनात्मक मान नहीं हो सकता है इसलिए, इस स्थिति में परवलय बाईं ओर 
खुलता है (आकृति 3.40))। 





(पं) 


आकृति 3.4 


5. यदि परवलय की अक्ष )-अक्ष के अनु हो, » और 9 की भूमिका परस्पर बदल जाती है। तब 
परवलय का समीकरण +2- 4८५, नाभि (0, 6) और नियता »/<- 6 हो जाती है| समीकरण 
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का आलेख आकृति 3.4 (0) में दिया गया है। इस स्थिति में परवलय ऊपर की ओर 


खुलता है । यदि समीकरण &--4०) है, इसका आलेख आकृति 3.4 (॥) में दिया है और 
परवलय नीचे की ओर खुलता है। इन स्थितियों में -» अक्ष सममितीय अक्ष है। 


१4 





नव ८7) 


अलड- 469 
(8) (॥॥) 
आकृति 3.4 


6. नाभि से नियता तथा सममित अक्ष के प्रतिच्छेद बिन्दु को मिलाने वाले रेखा खण्ड का 
मध्य बिन्दु शीष, होता है। 


उदाहरण 4 नाभि (5,0) और नियता ४<-5 वाले परवलय का समीकरण ज्ञात कीजिए तथा 
नाभिलम्ब - जीवा की लम्बाई भी बताइए। 


हल यहाँ ८ का मान 5 है। £- अक्ष और नियता ४5-5 का प्रतिच्छेद बिन्दु (-5,0) है। 
(5,0)और (-5,0) को मिलाने वाली रेखाखण्ड का मध्य बिन्दु (0,0) है, इसलिए शीर्ष (0,0) 
पर है। अतः, परवलय का समीकरण 

४2-42 5४ ८5 20% 


है। नाभिलम्ब जीवा की लम्बाई -4८-4 9८5 -20 है। 


उदाहरण 2 यदि एक परवलय का समीकरण #*-2 है, तो नाभि के निर्देशांक, नियता का 
समीकरण और नाभिलम्ब जीवा की लम्बाई ज्ञात कीजिए | 


हल दिया समीकरण #»2- 46५ के रूप का है जहाँ 6 धनात्मक है, इसलिए, 
वध तऋ2 या 65८3 

अतः नाभि के निर्वेशांक (3,0), नियता का समीकरण &<-3 और नामिलम्ब जीवा की लम्बाई 
46 - 49८3 -2 है | 
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' उदाहरण 3 यदि परवलय का समीकरण 2 >- 89 है, नामि के निर्देशांक, नियता का समीकरण . 
और नाभिलम्ब जीवा की लम्बाई ज्ञात कीजिए। 


हल दिया समीकरण % ->- 469 () के रूप का है 
जहाँ & धनात्मक है। 


इसलिए, नाभि >-अक्ष की ऋण दिशा में है और 
परवलय नीचे की ओर खुलता है (आकृति 3.5)। दिए 
सप्तीकरण की तुलना समीकरण () से करने पर, हम 
पाते हैं -48--8 या ४८2 इसलिए, नाभि के निर्देशांक 
(0,-2) हैं और नियता का समीकरण #<2 है | नाभिलम्ब 
जीवा की लम्बाई 465 8 है| 





आकृति 3.5 


... प्रश्नावली 3] 
निम्नलिखित प्रश्न । से 4 तक प्रत्येक में शीर्ष को मूलबिन्दु पर लेकर परवलय का समीकरण ज्ञात 
कीजिए जो दिए प्रतिबन्ध को संतुष्ट करता है: 
4. नामि (4,0), नियता ४<-4 
2. नाभि (0,-2), नियता »«2 
3. (2,3) से जाता है और अक्ष >-अक्ष के अनु है। 
4. (2,-3) से जाता है »-अक्ष के सापेक्ष सममित है। 
निम्नलिखित प्रश्न 5 से 8 तक प्रत्येक परवलय के लिए, नाभि के निर्देशांक तथा नियता के समीकरण 
ज्ञात कीजिए : 
5. ४ - ऐ५ 
6, ४ 569 
7, ४२ --2% 
8, &/<-69 


43.4 दीर्घवृत्त (तञ0५४९) 


परिभाषा 2 दीर्घवृत्त तल के उन बिन्दुओं का समुच्चय है जिनकी तल में एक स्थिर बिन्दु और 
तल की एक स्थिर सरल रेखा से दूरियों में एक अचर अनुपात, एक से कम, होता है। स्थिर 
बिन्दु को नाभि कहते हैं, स्थिर सरल रेखा को नियता कहते हैं और अचर अनुपात ८ (<) को 
दीर्घवृत्त की उत्तकेन्द्रता (<०व्थ्याएलाए) कहते हैं। प 
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हम अब दीर्घवृत्त का समीकरण व््ुत्पन्न करेंगे। 
मान लीजिए दीर्घवृत्त की नियता ], नाभि ए और उत्केन्द्रता ८ है (आकृति 3.6) | 





आकृति 3.6 


#से !पर ए2 लम्ब डाला। चूँकि ८ <, हम 27 को :6 के अनुपात में अन्तः तथा बाह्मयतः 
दोनों प्रकार से विभकत कर सकते हैं। मान लीजिए ऐसे विभाज्य बिन्दु & तथा #/ हैं। 


तब 08७0-८८ .७ ०7. (]) 
और छ4७'-८, ३7 (2) 

अत: दीर्घवृत्त की परिभाषा से, & तथा &/ दीर्घवृत्त पर स्थित हैं। 

मान लीजिए & «/ का मध्यबिन्दु 0 है और मान लीजिए & &/ - 26 | तब, 04->०50// 
तथा 24+<« 20.4 + 67 + 770” - ८ (87. + 87) 

या 24-४८ [(02-0&) + (02+ 07] 

या 45८.००2 (चूँकि 08-0470 
इसलिए 072- ; (3) 
(2) में से (!) घटाने पर, हम पाते हैं 

छ७/-७ - ८ (07-86 7) 
या (07+ 00) -(0७-070) ८ . & 4 
या 209 < 24९ 
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इसलिए... 09 - ९ (4) 
अब 0 को मूलबिन्दु, 08” को »- अक्ष और 08 को जो 04 पर लम्ब है, को >-अक्ष लें 
तब नाभि बिन्दु (-४०, 0) और नियता का समीकरण £#5- ब् है। 
मान लीजिए दीर्घवृत्त पर कोई बिन्दु ? (४,)) है, और ए/ नियता पर लम्ब तथा एप, ७५! 
पर लम्ब है। 
तब #?-८. एश 
या. पाए + ०४ - ८: शोर 
या. (098+ 00)+ ४2 - ८? (02 + 0४) 


2 
या. (ध८+ ४)?+ )2- ८? हि न. “] (3) और (4) को प्रयुक्त करने पर 


या. 6/८:+ ४2 + 2द6४+ 92८ 462+ ८? (2 + 2६6: 
सरल करने पर, हम पाते हैं 


22(]-७९४१) + ;7 ८ ८? ([ - ८?) 
2 27 
अर्थात्‌ न कप न्‍ः। (5) 


4“([-४“) के लिए ४2 लिखने पर (क्योंकि ८? < ) समीकरण (5) को इस प्रकार लिखा जा 
सकता है। 
2. 
+ ढ न्‍ (6) 
इस प्रकार, (6) दीर्घ॑वृत्त पर प्रत्येक बिन्दु ? (५, 9), (6) को संतुष्ट करता है। पुनः यदि 
कोई बिन्दु 7 (५, )), (6) को संतुष्ट करता है, तब यह दिखाना सरल है कि 77-०८ .?/, ताकि 
ऐसे बिन्दु ? दीर्घवृत्त पर स्थित हों। समीकरण (6) दीर्घवृत्त के समीकरण का मानक रूप है। 


दीर्घवृत्त के समीकरण (6) के निरीक्षण से हम पाते हैं :-- 
. यदि (४ )), (6) को संतुष्ट करता है, तो (-&, 9), (४, -)) और (-», -3) भी (6) को संतुष्ट 


करते हैं। इससे यह स्पष्ट होता है कि दीर्घ॑वृत्त दोनों निर्देशाक्षों और मूलबिन्दु के 


सापेक्ष सममित है। इस सममिति गुणधर्म के कारण दीर्घ॑वृत्त में दो नाभियाँ और दो 
नियतायें होती हैं। 


छू | श्द्‌ 
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2... क्योंकि 9 ->व्रची-८ ,अतः 0<9 < ६. 


3. दीर्घवृत्त +- अक्ष को प्रतिच्छेदित करता है जहाँ ५0, अर्थात जहाँ &2- दः्या &-++ ८ 
परिणामतः: ० और - ४, +-अन्तः खण्ड हैं। संगत्त बिन्दु »” (- 5, 0) और & (५, 0) दीर्घ॑वृत्त 
के शीर्ष (/०॥००5) कहलाते हैं (आकृति 3.6)। रेखाखण्ड &&: दीर्घवृत्त की दीर्घअक्ष 
(07क्षुं०: ४08) कहलाता है। दीर्घवृत्त >-अक्ष को वहाँ प्रतिच्छेदित करता है जहाँ ४-0, 
अर्थात उसके संगत #2- ४? या »- ४8 अतः ऐसे बिन्दु 8 (0, 9) और 8” (0, - 2) हैं। 
रेखाखण्ड 88” को दीर्घवृत्त का लघुअक्ष (शाएण ४.5) कहते हैं। दीर्घअक्ष और लघुअक्ष 
की लम्बाइयाँ कमशः 26 और 29 हैं | ध्यान दीजिए कि 88” ज्ञात करने के लिए, हम (6) 
में ४- 0 रखतें हैं, तव 08 - 9592 और 88“ - 2,08 - 29 | दीर्घ और लघु अक्षों का 
प्रतिच्छेद बिन्दु दीर्घवृत्त का केन्द्र (0७8४०) कहलाता है। इसलिए दीर्घवृत्त (6) का केन्द्र 
(0, 0) है| | 

4. मूलबिन्दु से धन दिशा में एक बिन्दु ४ और दूसरा बिन्दु 2/ लीजिए जो ऐसा हो कि 
07 < 077 » ४० और 


07-027-<. 
€ 
7 8, 727 पर और ७४९, 7/$” पर क्रमशः लम्ब खींचिए | समीकरण (5) को इस प्रकार 
लिखा जा सकता है। 
१2 (]- ८?) + हि न 6? - ८“ €? 
या. 0 #- 26४ + धर€१+ ४2- ८०६१ -- 24८४ + ८? (2८८५ को दोनों पक्षों में से घटाने पर) 
हर 2 
या (४-4८) + #< ८? पता जे ] 
या. ए[/४2 > ८९,एशश 


इसलिए, दीर्घवृत्त के किसी बिन्दु 7 और नाभि 7” के बीच की दूरी इसकी 7/$/ से दूरी 
की ८ गुनी है। इस प्रकार हम नाभि 7” नियता 2/8” और उसी उत्केन्द्रता से दीर्घवृत्त का एक 
समान समीकरण पाते हैं| 


2. है 
इस प्रकार, दीर्घ॑वृत्त, गढ़ + हा ।, के लिए, ० > ४, हम पाते हैं 
शीर्ष (+ 6, ०), नाभियाँ (+ 4८, 0) 


और नियताएऐँ £-+ हट 
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5. 


से जाने वाली और दीर्घअक्ष के लम्बवत्‌ जीवा को दीर्घवृत्त की नामिलम्ब जीवा (]45 
762077) कहते हैं (आकृति 3.,6)। अब, हम नामिलम्ब जीवा छाफ/ की लम्बाई ज्ञात 
करेंगे | 

चूँकि 8 वक्र पर है, हम परिभाषा से पाते हैं 

कारन व्यप्नव्यट 


[44 
5 ८(0०2-07)- € [£-«०] 


५ 
यू... ध्+ध्र८/८८-ध, ॥ न 8 | 
ध 


0 2 
के है 


ह 
इसलिए नाभिलम्ब जीवा की लम्बाई 2 हि है। 


दीर्घवृत्त पर स्थित किसी बिन्दु 7 की नाभीय दूरी, बिन्दु ? की नाभि से दूरी अर्थात्‌ एप 
है। दीर्घवृत्त के किसी बिन्दु की नाभीय दूरियों का योग अचर होता है जो दीर्घ॑अक्ष की 
लम्बाई के बराबर होता है। 


इसे इस प्रकार देखा जा सकता है : 

परिभाषा से, हम पाते हैं 

कए < 2. और 77 ए - ९.२५! 

इसलिए एए+#/? «४ (एश+ए५! ) 
८८ शी४/-८ (2.70) 


च््छ | पर ] चस्य्ध 
€ 


अर्थातव॒ एए+7"?-26 


विकल्पत:, हम पाते हैं: 


ए >लशध 5८ १2८८(02+0५) 


धर 
८ (8 नौ ] सू+्ध+ ८ड, 
€ 


इसी प्रकार [9 + ८शै(/ « ८०/ > ८ (07 - 0५) 
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(२ 
सूट 77>जण [कू६ध- ८४. 
ध 


इस प्रकार नाभीय दूरियाँ + €ड और ६ - ८5४ हैं | 
इसलिए #?+7"?- (४+ ८४) + (६-०४) 5 26 
7. दीध॑वृत्त के प्रत्येक बिन्दु (६, )) के लिए, 


9 2 
हम 5 कर 
2 92 


अर्थात ><& ८2, इस प्रकार -45& >< ८ 


इसलिए, दीर्घवृत्त रेखाओं ४>6 और ४--6 के मध्य स्थित है और इन रेखाओं को स्पर्श 
करता है| इसी प्रकार, यह रेखाओं »--92 और »-#£ के मध्य स्थित है और इन रेखाओं को 
स्पर्श करता है। 


8. उत्केन्द्रता दीर्घवृत्त की सपाटता (#7888) की माप है। दो नाभियों ४, ४ के बीच की 
दूरी 26४ है | ज्यों-ज्यों ८ बढ़ता है, यह दूरी बढ़ती है| दूसरे शब्दों में नाभि, केन्द्र से दूर 
होता जाता है तथा दीर्घवृत्त और सपाट हो जाता है। 
तथा ८०-४2 - ८2--००(-८2) + ८२८2 से हम 
प्रक्षण करते हैं कि जैसे-जैसे ८ बढ़ता है, 
वैसे-वैसे ८2-४2 बढ़ता है अतः दीर्चअक्ष 
लघुअक्ष की तुलना में अधिक सपाट, अधिक 
लम्बा हो जाता है। 

9. यदि दीर्घवृत्त की दीर्घ अक्ष >-अक्ष के अनु 
हो, तब दीर्घवृत्त के समीकरण का रूप 


१५ 


दर है 2 
42> 92 के लिए, हर ः न >। हो जाता 
है| 
इस दीर्घवृत्त के लिए, शीर्ष (0,+4), नाभियाँ 
(0,ऋ 4८०) और नियताओं के समीकरण #<+ श्र 


हैं। लघुअक्ष के अन्त्य बिन्दु (+&, 0) हैं 
(आकृति 3.7)। आकृति 43.7 
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उदाहरण 4 दीर्घवृत्त का समीकरण 9:2+ 6)2- 44 है। दीर्घ एवं लघु अक्ष की लम्बाइयाँ, 
उत्केन्द्रता, नाभियों और शीर्षों के निर्देशांक तथा नियताओं का समीकरण ज्ञात कीजिए | 
हल मानक रुप में दीर्घवृत्त का दिया समीकरण 
दर ञ> 2 


हु 


है| अतः ८८ 4 और ४-3 जिससे दीर्घअक्ष और लघुअक्ष की लम्बाइयाँ कमश:ः 8 और 6 हैं ८ 
और ४ के मान, संबंध #2- ८2(]- ८?) में प्रतिस्थापित करने पर, हम पाते हैं 


9- 6(]- ८?), जिससे ८ < पा मिलता है। 


अतः, नाभियाँ (शी , 0) और (-४7 , 0), तथा शीर्ष (4, 0) और (-4, 0) हैं। तथा 
नियताओं का समीकरण #₹+ - +-०. हैं 
6 57. 
उदाहरण 5 केन्द्र को मूलबिन्दु लेकर दीर्घवृत्त का समीकरण ज्ञात कीजिए जब कि दीर्घ॑यक्ष 
की लम्बाई 2 और एक नाभि (4, 0) है। 
हल चूँकि एक नाभि (4, 0) है, हम पाते हैं कि ४०८4 तथा हमें दिया है कि 
24 < 2, इस प्रकार 65८6 
अतः श्न 5 . अब, हमें 2 ज्ञात करना है जो कि 
92 < ८0(-60) 


से ज्ञात किया जा सकता है। 


4 
इस प्रकार ४*- 36 ॥ ध्ड ह) 520 


इसलिए, दीर्घवृत्त का अभीष्ट समीकरण 

थ्र्ी ह 2 

जद न दा जज [ है | 
उदाहरण 6 नाभियाँ (+ 5, 0) और एक नियता &< - वाले दीर्घवृत्त का समीकरण ज्ञात 
'कीजिए। 
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हल हम पाते हैं 
ध _36 


पल की का 


इसलिए ४2-३6, जिससे मिलता है 656 


7 
25 
अब 92 - ८<([-८२) < 36 ॥' हि कह] 


अर्थत्‌ृ. ४2८] 
इस प्रकार, दीर्घवृत्त का अभीष्ट समीकरण 


ञ्र 2 ये 
हे लत है) है। 


प्रश्नावली 3.2 


निम्नलिखित प्रश्नों । से 7 तक प्रत्येक दीर्घवृत्त में दीर्घ और लघु अक्ष की लम्बाइयाँ, नाभियाँ और 
शीर्षो के निर्देशांक, उत्केन्द्रता तथा नियताओं का समीकरण ज्ञात कीजिए : 


रे जा 
$ जज च 
+ पृ 55 
शा अर 
5 उक्घ पद 
2 “4 
न लक 2 
355 2859 
2 2 
गे है 
8 कर मनी 
छ 7पद्घ ता 


5. ४2+ 6,/2- 6 
6. 6:2 + /2 <6 
7, ३४४+ 2/25 8 


प्रश्नों 8 से 4 तक प्रत्येक में, दिये प्रतिबन्धों को संतुष्ट करते हुऐ दीर्घवृत्त का समीकरण ज्ञात 
कीजिए 


8. शीर्षों (+ 5, 0); नाभियाँ (+ 4, 0) 
9. नाभियाँ (0,+ 5); शीर्ष (0, + 3) 


470 गणित 


0, शीर्षों (0, + 0); ० के 
]. नाभियाँ (0, 4); ० न 
2. अक्षें निर्देशाक्षों के अनु, (4, 3) और (-, 4) से जाता है। 


3. 


(+ 


नाभियाँ (& 3, 0) और (4, ।) से जाता है। 

]4. ४ न्यू , नाभि >-अक्ष पर, केन्द्र मूलबिन्दु पर और (6, 4) से जाता है। 

5. ऐसे सभी बिन्दुओं के समुच्चय का समीकरण ज्ञात कीजिए जिनकी (0, 4) से दूरी रेखा »<9 से 
दूरी की हि है| 


43.5 अतिपरवलय (प्रज़ुथफ॒ग५) 


परिभाषा 3 एक अतिपरवलय तल के सभी बिन्दुओं का समुच्चय है जिनकी तल के एक निश्चित 
बिन्दु और तल की एक निश्चित रेखा से दूरियों में एक निश्चित अनुपात होता है, जिसका मान 
एक से अधिक होता है| निश्चित बिन्दु को नाभि, निश्चित सरल रेखा को नियता और निश्चित 
अनुपात ७ को अतिपरवलय की उत्केन्द्रता (७०००॥०ंञ(ए) कहते हैं। 


हम अब अतिपरवलय का समीकरण व्ुत्पन्न करेंगे। े 
मान लीजिए अतिपरवलय की नियता ॥ नाभि ४ और उत्त्केन्द्रता ० है। (आकृति 3.8) 


बिन्दु ए से, नियता पर ०” लम्ब डालिए | चूँकि ०>।, हम प+ को ०:। में अन्तः तथा 
बाह्यत: दोनों में विभकत कर सकते हैं। मान 


लीजिए ऐसे विभाजक बिन्दु & और »/ है। 
तब 27-९८ . है? (]) 
और ४'7-८, ४7 (2) 
इसलिए, अतिपरवलय की परिभाषा से, & और &” अतिपरवल्य पर स्थित हैं| मान लीजिए 
&/४ का मध्य बिन्दु 0 है और ७8" - 26, तब &0-6८- 0& 
(!) और (2) को जोड़ने पर, हम पाते हैं 
हैरी + 07! + ९(७7.+ 87) 
या (00-08) + (04/ + 09) > ८७४/ (03' + 00 - ८) 


शंक्‌ परिच्छेद 47] 





आर (4/०)) 


आकृति 3.8 


,. या 207< ८.७७ ८ 2८ 
अर्थात्‌. 075५ 4९ 


(3) 
(2) में से () को घटाने पर, हम पाते हैं 
07-49: ८ . (87-४2) 
या ७७ - ८.[((५(0+ 07) - (08 - 02)] 
या श्व-"2८ , 02 
अर्थत[ 02५ ४3 5८ (4) 


अब 0 को मूलबिन्दु, 085 को #-अक्ष और लम्बवत्‌ रेखा 0४ को #-अक्ष लीजिए, तब 
नाभि ए बिन्दु (४८, 0) और नियता&-£ है। 


मान लीजिए अतिपरवलय पर कोई बिन्दु (४, )) है और ?]/ नियता पर लम्ब है और 
ए५, +-अक्ष पर लम्ब है। 


तब ४ < 7८8 04 
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या एए2-८ए५९ 
या. पर2+ ०१ - ८? ०० 
या. (00-00?+ 37 ४ (0- 02) 


। “4 
या (४- ८८१) + |2« ८? (» क् दर [8) और (4) को प्रयुक्त करने पर] 


या 26 + ध८१+ ;2८ ८१४२ - 246४ + ६? 


इसलिए. >“(४०-]) - 92 ८ ८2(८:-]) 
2 2 
अर्थत्‌ू. <_--..---<। 


2 


च्ड (5) 
धर का (€ 2) 


चूँकि ८>, ८१-। धनात्मक है, ८९(४९-) के लिए ४2उपर्युक्त समीकरण में लिखने पर, हम 
पाते हैं 


डा 9 | 
नये 2 पा 6 
्ि 9 ( ) 
यह अतिपरवलय के समीकरण का मानक रूप है। 
टिप्पणी विशेष स्थिति में, जब &2- ८2 अर्थात 42(४०-) > 42 अर्थात ४5 /2, समीकरण 


2- »2- ८४? हो जाता है। इस समीकरण से निरूपित अतिपरवलय को समकोणीय अतिपरवलय 
 (60(ाएपरवा ॥97०००0॥9) कहते हैं। 


अब, हम अतिपरवलय के संदर्भ में निरीक्षण द्वारा निम्नलिखित परिभाषाएँ और गुणधर्म पाते 


4. चूँकि ४के स्थान पर - » और » के स्थान पर -» रखने से समीकरण (6) अपरिवर्तित 
रहता हैं, अतः वक्र निर्देशांक्षों के सापेक्ष सममित है। इस सममित गुणधर्म के कारण 
अतिपरवलय की दो नाभियों और दो नियतायें होती हैं। 


2. अतिपरवलय और इसकी अक्ष के प्रतिच्छेद बिन्दु अतिपरवलय के शीर्ष (ए८॥०८७) 


कहलाते हैं जो (5०, 0) है | इन्हें अतिपरवलय के समीकरण में »- 0 रखकर प्राप्त किया 
जा सकता है। 


3, नाभियों के निर्देशांक (£ 4८, ०) और नियताओं के समीकरण »--+. है| 
८ 
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शीर्षों को मिलाने वाला रेखाखण्ड अनुप्रस्थ अक्ष (धा5एथ५5८ ४575) और बिन्दुओं (०,७) 
तथा (०,-४) को मिलाने वाला रेखाखण्ड संयुग्मी अक्ष (05मंंपष्ट॥४० ४०४५) कहलाता है | 
यहाँ यह ध्यान देना होगा कि वक्र की किसी भी शाखा का संयुग्मी अक्ष से कोई भी 
उभयनिष्ठ बिन्दु नहीं होता है | राशियाँ 2/ और 2% क्रमशः अनुप्रस्थ अक्ष और संयुग्मी अक्ष 
की लम्बाइयाँ कहलाती हैं। ' 


2 
चूँकि -55+ कक 2, इसका अर्थ है कि अतिपरवलय के सभी बिन्दुओं (», 3) के लिए, 
डा >]अर्थात 5€६-ढया > स्ल्थ 
इस प्रकार, अतिपरवलय की दो शाखाएँ हैं, एक अर्द्धवल &» € -6 और दूसरी अर्द्धतल 
अ्ख्रेध में। ' 
क्योंकि #2- ८2 (४ - ), दिये 4 के लिए, जितनी ० छोटी होगी तो ७ भी छोटा होगा। 


'अलिए: ह के।ए 5 से, दिये & और » के लिए -- बड़ा होता जाता है ज्यों ज्यों 9 
छोटा होता है। इसका अर्थ है कि दिए ०6,» के लिए, ८ के छोटे से छोटा होने पर 
अतिपरवलय का बिन्दु ? (५, )) दाँयी ओर और दूर होता जाता है। अतः उत्केन्द्रता के 
छोटा होने पर, अतिपरवलय की शाखाएँ, »-अक्ष की ओर अधिक मुड़ जाएगी। दूसरी ओर 
यदि ८ बड़ी है, तब दिये 6 के लिए हर छोटा है। तब ><- छोटा हो जाता है अर्थात्‌ 
»छोटा है। इसलिए ज्यों ज्यों उत्केन्द्रता बढ़ती है शाखाएँ ऊपर की ओर अधिक खुलेंगी। 
हमने शीर्षों को मिलाने वाली रेखा को #-अक्ष 
लिया है यदि हम इसे >-अक्ष लें, अतिपरवलय 

डे 


आन 
के समीकरण का रूप >ह “55% 5 । होगा 


जबकि ४2 - ८<(४?--) (आकृति 3.9)॥ 

शीर्षों के निर्देशांक (0, + 4) हैं, नाभियाँ 
(0, + 4८) हैं और नियताओं के समीकरण 
् के हैं। 


अतिपरवलय की नामभिलम्ब जीवा (8 
76०एा)) वह जीवा है जो किसी भी नाभि से 
जाती है और अनुप्रस्थ अक्ष के लम्बवत है। 
नाभिलम्ब जीवा की लम्बाई नाभीय चौड़ाई 





आकृति 3.9 
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2 ता 
(5००॥! ए०॥) कहलाती है और इसे जय के बराबर होने की सत्यता की जाँच की 
जा सकती है। 
9. अतिपरवलय के समीकरण में अनुप्रस्थ अक्ष बड़े,मान वाले हर के द्वारा देना आवश्यक नहीं ' 


हि ' 
हैं। यह धनात्मक पर्द है जिसका हर अनुप्रस्थ अक्ष देता है| उदाहरणत तक में 


ह*। | 
अनुप्रस्थ अक्ष, £अक्ष के अनु, लम्बाई 8 है, जब कि 2८-67! में अनुप्रस्थ अक्ष, +- 


अक्ष के अनु, लम्बाई 0 है। 
टिप्पणी पूर्ववर्ती अध्याय में, हमने वृत्त के प्राचल समीकरण का अध्ययन किया है। शंकु 
परिच्छेद की स्थित में, प्राचल समीकरण 


0) परवलय ॥2- 46: का ४5८८2, 95 267 है जहाँ / प्राचल है। 


(0) दीर्घ॑वृत्त की कर 4 का ४८८ ००४ 0, /5 2 आ॥ 0 है जहाँ 9 प्राचल है। 


2. 4.2 
(॥) अतिपरवलय बा -] का ५४-०८ ४९० 0, ४» 5 8 भ॥ 0 है जहाँ 8 प्राचल है। 


हम इन समीकरणों के विस्तृत वर्णन का अध्ययन उच्च कक्षाओं में करेगें। 


उदाहरण 7 अतिपरवलय 4:2-2592 - 00 के शीर्षों, नाभियों के निर्देशांक, उत्तकेन्द्रता और 
नियताओं के समीकरण ज्ञात कीजिए | 


हल दिए समीकरण को 00 से भाग देने पर, हम पाते हैं। 


डे 
५ 
25 4... है 


इस प्रकार, 4-5, 8 - 2 इससे हम पाते हैं 
4-25 (८०-) 
इसलिए, ८* - क्र » जिससे ४< कक मिलता है। 
शीर्षों के निर्देशांक (+०, 0) - (+# 5, 0) और नाभियों के निर्देशांक (+४ 4०८, 0)5(+ /29, 0) 
है। 
.. नियताओं के 7 ++ 
ता समीकरण < लत हैं। 
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उदाहरण 8 अतिपरवलय !6:2- 992 « 44 के शीर्षों, नाभियों के निर्देशांक 
नियताओं के समीकरण ज्ञात कीजिए उत्केन्द्रता और 


हल दिये समीकरण को लिखा जा सकता है। 


-| ८ 
हक 


इसलिए, ८5७3, ४54 
इससे 6< 9 (८९- ), जिससे श्ल्तु मिलता है। 


इस प्रकार शीर्ष (६3, 0) और नाभियाँ (६5, 0) हैं। नियताओं के समीकरण +... + 4 +> हैं 
का । 


प्‌ ०2 


उदाहरण 9 शीर्षों (& 5,0) और नाभियाँ (+7,0) वाले अतिपरवलय का 
कीजिए 
हल चूँकि शीर्ष £-अक्ष पर हैं और मूलबिन्दु मध्य बिन्दु है अतः समीकरण का रूप है 


2. 


श्द्‌ 


मा 
रह 


क्योंकि शीर्ष (+ 5, 0) और नाभियाँ (£7, 0) हैं इसलिए 4-5 तथा ५७ _ 
4८ और ८ का मान ४2-८० (०? - )) में रखने पर हमे प्राप्त होता है 


92 <> 25 (क रन | ८24 


इसलिए, अतिपरवलय का समीकरण है 


2 


अर 
25. 24 


है| 
। 


॥ अर्थात्‌ 


अर्थातू,. 2452 - 2592 - 600 


उदाहरण 0 अतिपरवलय का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसके शीर्ष (६6, 0, 
नियता ४-4 है। “०, 0) है और एक 


हल चूँकि शीर्ष £-अक्ष पर है और उनका मध्य बिन्दु भूलबिन्दु है, 
है जज कम समीकरण का रूप 
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शीर्ष (+4,०) है, इसलिए ८-6, है | क्योंकि नियता के समीकरण ४<+ हैं और एक नियता 


का समीकरण ४-4 दिया है, 


इसलिए 45८ रे , जिससे ८८ नर मिलता है। 


इसलिए ४2-८८? , (४४ - ) - 36 |] 5८45 


इस प्रकार, अतिपरवलय का समीकरण है| 
्र ओ ह 
हि जज है| 
प्रश्नावली 43.3 


निम्नलिखित अतिपरवलयों के शीर्षों, नाभियों के निर्देशांक, उत्केन्द्रता और नियताओं के समीकरण ज्ञात 
कीजिए : 


), 9.४-6/2 - 44 
2, 9४*-]6:2- 6 
3, 32-2/2-] 
4. 6)2-472< ] 


प्रश्न 5 से 9 तक प्रत्येक में, दिए गए प्रतिबन्धों को संतुष्ट करते हुए अतिपरवलय का समीकरण ज्ञात 
कीजिए 


5, शीर्ष (0,+5), नाभियाँ (0, + 8) 


6. शीर्ष (४7, 0), ४ ५ दर 


7. नाभियाँ (0,:/0) हैं तथा (2, 3) से होकर जाता है 
8. नाभियाँ (0,+4) हैं तथा अनुप्रस्थ अक्ष की लम्बाई 6 है| 


9. सभी बिन्दुओं के समुच्चय का समीकरण ज्ञात कीजिए जबकि उनकी बिन्दुओं (4,0) और (-4, 0) 
से दूरियों का अन्तर सदैव 2 के बराबर है। 
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3.6 अनुप्रयोग 


शंक्‌ परिच्छेद अनेक क्षेत्रों में बहुत उपयोगी पाए गए हैं। उनमें से कुछ नीचे संक्षिप्त में 


प्रस्तुत हैं| 


, 


प्रक्षेप पथ एक परवलय है। पथ के समीकरण का ज्ञान होने पर अनेक महत्वपूर्ण परिणाम 
यथा प्राप्त महत्तम ऊँचाई, क्षितिज तल पर परास और किसी विशेष क्षण पर वेग इत्यादि 
की गणना की जा सकती है। 


लटकते केविल पुल निर्माण में परवलयाकार जैसी चाप प्रयुक्त होती है। यदि लटकते पुल 
से जाने वाली सड़क का रास्ता प्रति क्षितिज मीटर समान रूप से भारी है तब लटकती 
केविल जिस रूप में लटकत्ती है, वह लगभग परवलयाकार चाप जैसी होती है। 


परवलयाकार परावर्तक के अक्ष के समान्तर आने वाली प्रकाश किरण»ध्वनि तरंग के 
परावर्तन के बाद नाभि पर केन्द्रित होने के गुणधर्म और विलोमतः उन्हें समान्तर बेलनाकार 
प्रकाश किरण/ध्वनितरंग में विक्षेपित करने के गुणधर्म 'के कारण, कार, आटोमोबाइल्स, 
लाउडस्पीकर, सौर कुकर, टेलिस्कोप इत्यादि में परवलयाकार परावर्तक प्रयोग में आते हैं| 
सौर मण्डल के ग्रहों की कक्षाएं सूर्य को एक नाभि पर रखकर दीर्घ॑वृत्ताकार होती हैं। 
कृत्रिम उपग्रह की कक्षाएं पृथ्वी के परितः दीर्घ॑वृत्ताकार होती हैं। 

अर्ध दीर्घवृत्ताकार स्प्रिंग और दीर्धवृत्ताकार गीयर का इंजीनियरिंग और उद्योग में महत्वपूर्ण 
अनुप्रयोग है। 


भौतिकी में यह दिखाया गया है कि यदि एक कण प्रतिलोम वर्ग क्षेत्र के प्रभाव में गति करे 
तो इसको पथ का वर्णन शंकु परिच्छेद के माध्यम से किया जा सकता है। 


अतिपरवलय का अनुप्रयोग बैलेस्टिक्स (प्राक्षेपिकीय) के क्षेत्र में है। माना कि एक बंदूक 
चलाई जाती है। यदि ध्वनि दो सुनने के स्थानों, जो अतिपरवलय की दोनों नाभियों के 
स्थान पर स्थित हैं, विभिन्‍न समयों पर पहुँचती हैं तो समय अन्तराल से उन दोनों सुनने 
के स्थानों (दोनों नाभियाँ) के बीच की दूरी की गणना की जा सकती है। 


आइए अब अनुप्रयोगों के कुछ उदाहरण देते हैं। 


उदाहरण ] एक परवलयाकार परावर्तक की नाभि, इसके केन्द्र से 6 सेमी की दूरी पर है जैसा 


कि आकृति (3.0) में दर्शाया गया है। यदि परावर्तक 20 सेमी गहरा है, तो इसका व्यास 
कितना है? 


हल चूँकि नाभि की केन्द्र शीर्ष से दूरी 6 सेमी है, हम ८-6 सेमी पाते हैं। यदि शीर्ष मूलबिन्दु 
और दर्पण की अक्ष, &-अक्ष के धन भाग के अनु हो तो परवलयाकार परिच्छेद का समीकरण है| 


478 गणित 
3१८ 24९ 
यदि &- 20, हम पाते हैं 
92 < 480 
इसलिए >5+4४30 


अतः [0 - 29 5 2.4 ५30 - 8 ४30 सेमी 


उदाहरण 42 परवलय के रूप में झूलते हुए किसी च 
पुल की दो मीनारों के शिखर सड़क से 30 मीटर ऊंचे 
हैं और 200 मीठर की दूरी पर हैं। यदि पुल के केन्द्र 
पर केबिल सड़क पथ से 5 मीटर ऊँचा है, केन्द्र से 30 
मीटर पर ऊर्ध्वाधर समर्थक केबिल की लम्बाई ज्ञात 
कीजिए | 


हल कल्पना कीजिए कि पुल परवलयाकार चाप में लटका हुआ है जिसका शीर्ष निम्नतम 
बिन्दु और अक्ष ऊर्ध्वाधर है। निर्देशाक्षों को आकृति 3.] में दिखाए अनुसार चुना गया है। 





आकृति 43.0 


00,25 
थे (700,25) 





आकृत्ति ॥3. 


तब, परवलय के समीकरण का रूप >> 449 होता है। 
चूँकि यह बिन्दु (00, 25) से जाता है। हम पाते हैं 
(00)? - 46 (25) 


400»00 
या परेड: 9 डर भर 4 न्स्स् ] () 0 





बत्ताई गई ऊर्ध्वाधर समर्थक केबिल की लम्बाई »+ 5 द्वारा दी गई है जहाँ +, परवलय 22-400 » के 
बिन्दु ए (30, )) की कोटि है जिसका भुज 30 है। इस प्रकार 


(30)% < 4009 
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_30230 9 
या “5 या 4 





इसलिए, वांछित लम्बाई है। 


9 29 ) 
?09 >9+ 56 ढ़ + 5-5 व न ब्र मी 


उदाहरण 3 5 सेमी लम्बी एक छड़ ४४ दोनों निर्देशाक्षों के बीच में इस प्रकार रखी गई है 
कि उसका एक सिरा & ,>-अक्ष पर और दूसरा सिरा 8, » अक्ष पर रहता है| छड़ पर एक बिन्दु 
९७५ 9») इस प्रकार लिया गया है कि »7-6 सेमी है। ? का बिन्दुपथ ज्ञात कीजिए। 


हल मान लीजिए ४8 छड़ है और इस पर बिन्दु (५, »)) इस प्रकार है कि &?-6 सेमी है। 
चूँकि ७8 > 5 सेमी, इसलिए 78 59 सेमी | 

ए से कमशः »-अक्ष और #-अक्ष पर क्रमशः लम्ब डालिए। माना कि ७२% तथा 80 - ध्‌. 
चूँकि ५807 और 608 समरूप है, हम पाते हैं 


4.2 _2,, 
खा जिससे 4८ 57 प्राप्त होता है। 
और 2. जिससे 9--: प्राप्त होता है। 
& 9 3 
ह ९4 
इसलिए 08-:++4४ ८८ 
व व 
व... 5 
और 08> 9 +39 ₹ 592 


30% में 802+02? - ७७2 


अतः 5, | 5.7 225 
2 . 

28 8 8" टन 

हज 


अतः ? का बिन्दुपथ दीर्घ वृत्त है। आकृत्ति 3.2 


या 
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प्रश्नावली 3.4 ु 
4, यदि एक परवलयाकार परावर्तक का व्यास 20 सेमी और गहराई 5 सेमी है। नाभि ज्ञात कीजिए। 


2. एक मेहराव परवलय के आकार का है और इसका अक्ष ऊर्ध्वाधर है। मेहराव [0 मीटर ऊँचा है 
और आधार में 5 मीटर चौड़ा है। परवलय के शीर्ष से 2 मीटर पर यह कितना चौड़ा है? 


3, एक सर्वसम भारी झूलते पुल की केबिल परवलय के रूप में लटकी हुई है। सड़क पथ जो ज्षैतिज 
है 00 मीटर लम्बा है तथा केबल से जुड़े ऊर्ध्वाधर तारों पर टिका हुआ है जिसमें सबसे लम्बा 
तार 30 मीटर और सबसे छोटा तार 6मीटर है। मध्य से 8 मीटर दूर सड़क पथ से जुड़े समर्थक 
(आए70०४॥89) तार की लम्बाई ज्ञात कीजिए | 


4. एक मेहराव अर्द्ध दीर्घवृत्ताकार रूप का है। यह 8 मीटर चौड़ा और केन्द्र से 2 मीटर ऊँचा है। 
एक सिरे से !.5 मीटर दूर बिन्दु पर मेहराव की ऊँचाई ज्ञात कीजिए। 


5. एक ।2 सेमी लम्बी छड़ इस प्रकार चलती है कि इसके सिरे निर्देशांक्षों को स्पर्श करते हैं। छड़ 
के बिन्दु ? का बिन्दुपथ ज्ञात कीजिए जो >-अक्ष के सम्पर्क वाले सिरे से 3 सेमी दूर है। 


6. ब्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जो परवलय »2<29 के शीर्ष को इसकी नाभिलम्ब जीवा के 
सिरों को मिलाने वाली रेखाओं से बना है। 


7. एक व्यक्ति दौड़पथ पर दौड़ते हुए अंकित करता है कि उससे दो झण्डा चौकियों की दूरियों का 
योग सदैव 0 मीटर रहता है और झण्डा चौकियों के बीच की दूरी 8 मीटर है। व्यक्ति द्वारा बनाए 
पथ का समीकरण ज्ञात कीजिए। 


8. परवलय 92-4८ के अन्तर्गत एक समबाहुत्रिभुज है जिसका एक शीर्ष परवलय का शीर्ष है। 
त्रिभुज की भुजा की लम्बाई ज्ञात कीजिए। 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


ज्यामिति गणित की सबसे प्राचीन शाखाओं में से एक है। यूनान के ज्यामितिविदों ने 
अनेक वक्रों के गुणधर्मो का अन्वेषण किया जिनकी सैद्धान्तिक और व्यावहारिक महत्ता है। 
यूक्लिड ने लगभग 300 ई०पू० ज्यामिति पर अपना भाष्य लिखा। वह सर्वप्रथम व्यक्ति थे 
जिन्होनें भौतिक चिन्तन द्वारा सुझाए गए निश्चित अभिग्रहीतियों के आधार पर ज्यामित्तीय 
चित्रों को संगठित किया। ज्यामित्रि, जिसका प्रारम्भ भारतीयों और यूनानियों ने किया, 
उसके अध्ययन में उन्होनें बीजगणित की विधियों के अनुप्रयोग को आवश्यक नहीं बताया | 
ज्यामिति विषय की एकीकरण पहुँच जो यूक्लिड, ने दिया त्था जो सुल्वसूत्रों से प्राप्त थी 
इत्यादि ने दी, लगभग 300 वर्षो तक चलती रही। 200 ई०पू० में अपोलोनियस ने एक 
पुस्तक “दी कोनिक” (शांकव) “७ 0०४०” लिखी जो अनेक महत्वूपर्ण अन्वेषणों के 
साथ शंक्‌ परिच्छेदों के बारे में थी और 8 शताब्दियों तक बेजोड़ रही | 
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रेन देकार्ते ((596 - 650#&.0.) के नाम पर आधुनिक वैश्लेषिक ज्यामिति को 
कार्तीय (0४४०४४४०) कहा जाता है जिसकी सार्थकता “ला ज्वोमेट्री' (9 (0००४००५) के 
नाम से 637 ई० में प्रकाशित हुई । परन्तु वैश्लेषिक ज्यामित्ति के मूलभूत सिद्धान्त और 
विधियों को पहले ही पियरे डि फर्मा (एल€ १० #श्ञाएा४) (60। - 665 ई०) ने अन्वेषित 
कर लिया था। दुर्भाग्यवश, फर्मा का विषय पर भाष्य, &6 70८08 #क्ाठ# श ावं0& 
48०४८ (तल और ठोस बिन्दुपथ की भूमिका- ग्रा॥0काठांणा (० छोगाल थात ४00 02) 
केवल उनकी मृत्यु के बाद 679 ई० में प्रकाशित हुआ था| इसलिए देकार्ते की वैश्लेषिक 
ज्यामिति के अद्वितीय अन्वेषक का श्रेय मिला। 


आईजक बैरो (5538८ ए70ल्‍) ने कार्तीय विधियों के प्रयोग को तिरस्कृत किया । 
न्यूटन ने वक्रों के समीकरण ज्ञात करने के लिए अज्ञात गुणांकों की विधि का प्रयोग 
किया। उन्होनें अनेक प्रकार के निर्वेशांकों, ध्रुवीय (?००) और ब्रविध्ुवीय (99०७) का 
प्रयाग किया। 


लैब्नीज (,शा»एा2) ने 'मुज' (४70८४४०), कोटि (७979०) और निर्देशांक पदों 
(0००००ंंए्र/०), का प्रयोग किया। ऐल. हास्पीटल (6. प्र०घ्आाश) (लगभग 700 ई०)) ने 
वैश्लेषिक ज्यामिति पर एक महत्वपूर्ण पाठ्य पुस्तक लिखी। 


क्लैरौट (टएाभ्नाज्ञा0 ([729 ई०) ने सर्वप्रथम दूरी सूत्र को दिया यद्यपि यह शुद्ध 
रूप न था। उन्होनें रेखिक समीकरण का अन्त: खण्ड रूप भी दिया। क्रेमर ((थ्ाष०) 
(750 ई०) ने औपचारिक रूप से दो निर्देशाक्षों को प्रयोग करके वृत्त का समीकरण 
(४-4)? + (४-)2 - #.+ द्वारा दिया । उन्होंने उस समय में वैश्लेषिक ज्यामिति का सर्वोत्तम 
प्रस्तुतीकरण दिया। मोगे (०४४०) (!78। ई०) ने आधुनिक बिन्दु प्रवणता के रूप में 
रेखा का समीकरण निम्न प्रकार से दिया। 


3-४ ८5८ (४-४) 
तथा दो रेखाओं के लम्बवत होने का प्रतिबन्ध 64 + 5 0 दिया | 


एस.एफ.लेक्रोइक्स (765-843 ई०) प्रसिद्ध पाठय पुस्तक लेखक थे, लेकिन उनका 
वैश्लेषिक ज्यामिति में योगदान यदाकदा मिलता है। उन्होनें रेखा के समीकरण का दो 
बिन्दु रूप 





अजरित छठ ४००) 


और (०, 5) से »5८-५+ 9 पर लम्ब की लम्बाई 43 बताया | उन्होनें दो रेखाओं 
पीवी धः 


/ 
छः 


पक भी दिया। यह वास्तव में आश्चर्यजनक है कि 
ज+॑धतछ 


वैश्लेषिक ज्यामिति के अन्वेषण के बाद इन मूलभूत आवश्यक सूत्रों को ज्ञात करने के 


के मध्यस्थ कोण का सूत्र पव00 - 
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लिए !50 वर्षों से अधिक इंतजार करना पड़ा। 88 ई० में सी. लेम, एक 
सिविल इंजीनियर, ने दो बिन्दुपथों 5-0 &8/-0 के प्रतिच्छेद बिन्दु से जाने वाले वक्र 
खाए + 7 - 0 को बताया। 


विज्ञान एवं गणित दोनों में अनेक महत्वपूर्ण अन्वेषण शंकु परिच्छेदों से संबंधित हैं। 
यूनानियों विशेषकर आर्किमिडीज (१7-८४॥7९6९७) (287-272 ई० पू०) और अपोलौनियस 
(+कणा०णआं05) (200 ई० पू०) ने शंकु परिच्छेदों का अध्ययन इनकी अपनी सुन्दरता के 
लिए किया। आजकल ये बवक्र महत्वपूर्ण उपक्रम हैं, जिससे बाहूय अंतरिक्ष और परमाणु 
कणों के व्यवहार से संबधित अन्वेषणों के द्वारा अनेक रहस्यों का उद्घाटन हुआ है। 


ब्रिकोणमिति 


सतत) 0ह0हम7.मत0ततततततततत अध्याय || 


(श60000॥0) ((0॥0,)) 


4.] भूमिका 


अध्याय 9 में हम त्रिकोणमितीय फलनों के गुणधर्मो और उनके आलेखों के विषय में अध्ययन कर 
चुकें हैं। इस अध्याय में हम त्रिकोणमितीय समीकरणों के हल त्रिभुजों के हल और प्रतिलोम 
ब्रिकोणमितीय फलनों के विषय में अध्ययन करेंगे। 


4.2 त्रिकोणमितीय समीकरण 


एक चर राशि में एक या अधिक त्रिकोणमित्तीय फलनों वाले समीकरण को त्रिकोणमितीय 
समीकरण कहते हैं| इस अनुभाग में हम ऐसे समीकरणों के हल ज्ञात करेंगे | हम जानते हैं कि 
ब्रिकोणमितीय फलन आवर्ती फलन होते हैं। फलन आ॥ & तथा ०08 £ आवर्ती फलन हैं जिनका 
आर्वतकाल 20 है तथा ॥0॥ £» एक आवर्ती फलन है जिसका आर्वतकाल ॥ है। इस प्रकार 
त्रिकोणमितीय समीकरणों के अनंत हल होंगें। किसी त्रिकोणमितीय समीकरण के ऐसे हल जो 
अंतराल 0<£ < 2; के लिए होते हैं उन्हें मुख्य हल कहतें हैं। पूर्णाक # से युक्त व्यंजक जो 
किसी त्रिकोणमितीय समीकरण के सभी हल को व्यक्त करता है उसे व्यापक हल कहते हैं। हम 
पूर्णाकों के समुच्चय को व्यक्त करने के लिए ] का प्रयोग करेंगें | 

त्रिकोणमितीय समीकरणों को हल करने में निम्नलिखित उदाहरण उपयोगी सिद्ध होंगें। 
उदाहरण | समीकरण आ॥»- ८ के मुख्य हल ज्ञात कीजिए 


४ 


#[४ ] 
हल हम जानते हैं कि भा 65 तथा झा (70 - हे दर 


ठ्र 6) 


5 हैँ 
. इसलिए अभीष्ट मुख्य हल ४. तथा नह 
उदाहरण 2 समीकरण ॥॥॥ ४ -,3 के मुख्य हल ज्ञात कीजिए। 


: इल हम जानते हैं कि व ( 5.५५ इस प्रकार 


2 
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धा ध- >)5८5-धवा ८ ८+ वि 
ह 7 7 
तथा पा (थप-वु)क्‍्णश्ात्ु त८ 3 
या 577 
इसलिए. शादु क्‍शाजओु न्‍- 
40 57 
अतः: मुख्य हल ख तथा-८- हैं। 


अब हम त्रिकोणमितीय समीकरणों के ब्यापक हल ज्ञात करेंगे। 
अध्याय 9 (भाग !) में हम निम्नलिखित परिणामों को व्युत्पन्न कर चुके हैं। 
। 87 0 > 0 अत: 8-#277, जहाँ # € ॥ 
००860 अत: 8-(20+ ) > , जहाँ ८ । 
था 050 अत: 6-४2 7, जहाँ # € [. 
अब हम निम्न परिणामों को सिद्ध करेंगे । 
प्रमेय 4 किन्‍्ही वास्तविक संख्याओं 8 और ७ के लिए 


7 90 5 आ। ० से 8 -7#70+ (-] )7 6, जहाँ # € 7 प्राप्त होता है। 
उपपत्ति यदि ज्ञाव 8 > भा) ०, तो 


87 80 >- ४॥ ० - 0 


9+ गज 
या 2 ८05 ठ बह हु चल 0, 


2 
8+0 है । 
इससे 008 ठातः 0 या शभञ्ञा 














०0 प्राप्त होते हैं। 





9+0 न्‍- कि 
डुसलिए 5 (28 + ) >> ६4844 न्पाग, जहाँ %€ | 
2 2; 2 
अर्थात 8-(279+)77- ०, या 8 का2#477+ 0, जहाँ # &€ [. 
जत: 


+(228+ )77+ (-)77 60 या 6-2% 70 + (-])% ७, जहाँ & ८ [ 
अपर्युक्त दोनों परिणामों को सम्मिलित करने पर हम 


9:-%747:+ (-)7 ०, जहाँ # € ॥, पाते हैं 
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प्रमेय 2 किन्‍्हीं वास्तविक संख्याओं 6 और ७ के लिए 
००४ 8-5 ०08 ७ से 8-5 27४7+ ०, जहाँ # € |, प्राप्त होता है। 


उपपत्ति यदि ८००8४ 9-८ ००05 ०, तब 


2008 8- ०058 ०७५८ 0 








, 7+0 , 9-0 
अर्थात न्‍-2 शा ठ (4॥॥ | जि जा क 0 
इस प्रकार आए दम 0 उत “गो औ।। जज 2 


0. जहाँ ध्ड्‌ 
वन्य, जहां # € वें 





9 का 
इसलिए ध्स्ज न्‍-श्धाः या 


अर्थात 9८27947:- ७ या 85-:2797:7+ 0. 
अतः 98>2747+ ० , जहाँ # € [. 


प्रमेय 3 यदि 6 और ०,2 के विषम गुणज नही हैं तो 


(0 98 “7 ७ से 8 -क + ०, जहाँ # € ।, प्राप्त होता है ॥ 
उपपत्ति यदि ( 8 ८ था! 0०, तब 
(0] 08 - (80 ०७८ 0 


धआ।00080-8270.0080 _ 


0 
20589 608 ० 


४ 


या 


या आं॥१ (9- ०) 5 0 (क्यों?) 
इसलिए 0-०८ 7४7, या 8-7:+ ० जहॉफऋ € । है। 


उदाहरण 3 था 98 ८ का के हल ज्ञात कीजिए । 


हल हमें ज्ञात है कि &॥09+< के न्‍्धंत ड़ 


4ए [न 
अतः 85॥#7+ (-)" तु, जहाँ # € । है। 


टिप्पणी दे , 9 का एक ऐसा मान है जिसके संगत्त ञं। 0 ८ का है। 6 का कोई भी अन्य मान 
लेकर समीकरण का हल दिया जा सकता है जिसके लिए आ॥ 8 « से हो, सभी विधियों से प्राप्त 
हल एक ही होगें यद्यपि वे प्रत्यक्षतः विभिन्‍न दिखाई पड़ सकते हैं। 
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भर 
उदाहरण 4 ००४०>- दूं को हल कीजिए। 


च् 3 व 54: 
हल हमें ज्ञात है कि ८05 0 < -ऊ तक्र्न्- ९००४ ८ जे 0205 ((0-) ल्‍# 0205 द्वः 


इसलिए. 6-८2 #7ए ऊ॑ नह , जहाँ # € 7. 
उदाहरण 5 (॥2 5८ - ०0 (४+ द् ) को हल कीजिए। 


का १। ९ म 
हल हमें ज्ञात है कि रा2+/८ ८ - ०० (४+ टू) शा (3 + ४+>_ ) 


वा ( +> ) 


247 के 
इस प्रकार 2<> 5-77 + वर न॑ 5, या | न 7 + टट जहा # € | 


उदाहरण 6 2 ४+ ४7 4 :+ 89 6 2 55 0 को हल कीजिए। 
हल दिया गया समीकरण निम्नलिखित रूप में लिखा जां सकता है। 


ता 672 + ध] 22 + &॥ 4.6 55 0, 


या 2 शा 452 ०05 20 + 87 4-४ ८ 0 
या था 45 (2 2058 22 + ) 5-0 
हे 
इसलिए ॥॥ 4 & 0 या 008 2 ८ -- ् 
अत: 8 4४ - 0 या 005 25 55 5205 रा 
जाल 2; 
ः 4 लक: या 25%+<- 2 7धर0 /: ज्तु जहा #ऋ € 
ञअ | ५८ 
र्थात्‌ ख््न्द हा या & - कप +; ञु + जहा #ऋलछ . 


उदाहरण 7, 2००४? »+ 3 ८ ४ -- 0 को हल कीजिए | 
हल दिया गया समीकरण निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है। 
2 (]- शांत: 2) + 3 थं। £ < 0, या 2 झ072 ४ -- 3 #॥ ४ - 2 -- 0 


या (2 2 ४+ ) (शा। ४ - 2) 5 0. 
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| + 
अतः शा] ४ ८ - ठ या ध ४ 5 2. 
परन्तु. आ॥«<2 असम्भव है (क्यों?) 
अतः + ८, 2258. 2/या: 
; शा ढ़ शा ढ 


इस प्रकार हल को निम्न प्रकार से लिखा जा सकता है। 
5 
#70+ (-)7 प्वः जहां # € 4. 


४॥ 0 और ००४ 9 के रेखिक समीकरण 


४ ०08 9 + 8 ॥9 95 ८ प्रकार के समीकरणों' को हल करने के लिए हम प्रत्येक पक्ष को 
४८० +£&* से भाग देते हैं और उसे निम्नलिखित रूप में लिखते हैं। 
हद जात नी कक छक जि हक जहर 
४? + 8१ 47 + 8 ४) +87 


मान लीजिए कि (0-८ 


' तब 80 5८ 005 00 5 


॥/| धर 
अधकह अर 


इसकी सहायता से हम पाते हैं, कि ०080.0090 + #॥0»॥0 3 


व + 8 
अर्थात ००08 (9 -- ७) दरार ४ 
धा+ 9१ 


यदि <], हो तो इसका हल होगा, क्‍योंकि इस स्थिति में हम प्राप्त कर 








वे + 92. ह 
सकते हैं (98- ७) - 3 (मान लीजिए), जहाँ ००७] ८ ------+-. 
व + 8 
निम्नलिखित उदाहरण की सहायता से हम इस विधि को स्पष्ट करते हैं। 
उदाहरण 8 ८००४9 -आ॥95-] को हल कीजिए। 


हल दोनों पक्षों को ,? +(-) ०४2 से भाग देने पर हम पाते हैं कि 
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हि 0०080 - - 80 ८ - अं: 
2 2 ४2 


208 2 0०0५0 - था 5 80 ८ कर 
या 4 ्‌ ५2 


; 7 |_ _7|_ आए 
या ९ न | सर मे टा | २०0४ न 


" अत: समीकरण के हल निम्न प्रकार दिए जा सकते हैं। 


0+ 7 _2/7+- 7“, या 0-2 प्स्ज्ज क्र्डां 


4 4 
प्रश्नावली 4.] 
निम्नलिखित समीकरणों के मुख्य हल ज्ञात कीजिए | 
॒ ग 
4, (शाड ८ हा ््ि 2, 862८2 
3, एणए25+- - १ 4, 00860 # 5 -2 


निम्नलिखित समीकरणों में से प्रत्येक का ब्यापक हल ज्ञात कीजिए | 


5... 8९0 ४८ 820 (४ + 70) 6. 00842 0082 % 
4, ९०४३ ४+ ०05 2-2 ०08; 5 0 है. शभा20+ 008 5 0 
9, 3९९०2 20८ ]-धा2/ 30. था हर धरा ड़ 


!, शा 3 ;+ ०08 22- 0 2, श्रा कह + आफ 55 0 


3, श्रा]४+ थ॥ 3 ;+ श 5 55 0 4, 0 ४-3 2 ४ 5 0 


5, 4चा0 008 2+ 2 >+ 20082+ | 50 


6. ३००:४&- शा डर | ह [7, ०0४82+ झा 5 । 


8. 2 झ5+ 3 ८०08%- + आं। ४ 9, ४७० ४- था ४८ .2.. 
4.3 त्रिमुजों का हल 


अध्याय 9 में त्रिकोणमिति का परिचय कराते समय, हमने बताया था कि त्रिकोणमिति का प्रमुख 


उद्देश्य त्रिभुज की भुजाओं और कोंणों का परिकलन करना था, जबकि उनमें से कुछ कोंण और 
भुजाएँ ज्ञात हों । 
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त्रिभुज की तीन भुजाएँ तथा त्तीन कोंण ही त्रिभुज के भाग कहलाते हैं। हम ज्यामिति में 
भ्रध्ययन कर चुके हैं त्रिमुज की रचना के लिए एक भुजा सहित कम से कम तीन भाग ज्ञात होनें 
बाहिए। इस प्रकार तीन भागों के ज्ञात होने पर हम त्रिभुज के अन्य तीन भाग ज्ञात कर सकते 
|| ब्रिभुज के ज्ञात भागों की सहायता से अज्ञात भागों के परिकलन की विधि को त्रिभुज का 
हल कहते हैं। 

इस उद्देश्य की पूर्ति के लिए हमें त्रिभुज की भुजाओं तथा कोणों को सम्बन्धित करने वाले 

* कुछठ सूत्रों की आवश्यकता है। 

मान लीजिए कि »&80 एक त्रिभुज है। कोण # से हमारा अभिप्राय उस कोण से है जो 
भुजाओं ४3 और ४८ के बीच स्थित है तथा जिसका मान 0? और 80" के मध्य है। कोण 8 
तथा "भी उसी तरह परिभाषित हैं| शीर्षों 0, & तथा छ की सम्मुख भुजाओं को क्रमश: ७8, 8९: 
तथा (& या ०८, ८ तथा 9 द्वारा व्यक्त किया जाता है (आकृति 4.)। 





आकृत्ति 4. 


प्रमेय 4 किसी त्रिभुज की भुजाएँ अपने सम्मुख कोणों की ज्या (आ7०) के अनुक्रमानुपाती होती 
हैं। दूसरे शब्दों में किसी त्रिमुज &80 में 


आं। _ शाएे_ शा(: 


2 9 ८ 
(इस सूत्र को आ&-सूत्र या आआ०-नियम भी कहते हैं) 
उपपत्ति मान लीजिए कि 880 आकृतियों 4.2 () और 0 द्वारा प्रदशित कोई एक त्रिभुज है| 


... शीर्ष 8 से भुजा 2 पर लम्ब # खीचा गया है जो सम्मुख भुजा से 9 पर मिलता है। 
: आकृति () में »(: पर लम्ब डालने के लिए उसे 7) तक बढ़ाया गया है। आकृति 4.2 (0) के 
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8 
ग्र्ष 
प्‌ 
५ ४ छ हे 
(0) 
५ आकृति 4.2 
समकोंण त्रिभुज से. हम पाते हैं कि 
शत हे या#<८८आ॥ & () 
| 
तथा 9 (80? - ()) < रा वि है 5 5:)॥ है कै ' (2) 
(/। 
समीकरण (!) तथा (2) से हम पाते हैं कि 
८आ। 0 4 ॥॥ 0, या - है .. 7९ ; (3) 
धर न्‍्0 
इसी प्रकार हम सिद्ध कर सकते हैं कि 
ग्रा502. भाएि | 
# हा । ह । (4) 


(3) तथा (4) को संयोजित करने पर हम पाते हैं कि 


शाह ाडऱे आए! 


आकृति 4.2 0) में ५७8८ के लिए समीकरणों (3) तथा (4) को इसी प्रकार प्राप्त किया 
जाता है। 


प्रमेय 5 यदि 4, 8, 0 किसी त्रिभुज के कोणों तथा 6, & तथा ८ क्रमशः &, छ, 0 के सम्मुख 
भुजाओं क्री लम्बाइयाँ हों, तब 
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धर 2 008 (:+ ८ ८05 8 
9-८ ८2005 0 + 4 008 (: 
2 ध ९05 3 + 9 ०05 /. 
(इन्हें प्रक्षेप-सूत्र कहते हैं) 
उपपत्ति ४80 त्रिभुज है। 


छ ता ८ 
0) ध् 





आकृति. 4.3 


आकृति !4.3 0) से हम पाते हैं कि 

4-८ 3९ - 970 + 2(: 
परन्तु 870 <> ८ ००४ 8 तंथा 00५८ ४ ००६ ९: 
अतः ६-<८०००5 5 + 8 ०05 ९: 


इसी प्रकार 4.3 (3) के लिए भी उपपत्ति दी जा सकती है तथा इसी प्रकार अन्य परिणामों 
को भी सिद्ध कर सकते हैं | 


प्रमेय 6 यदि #&, छ तथा 0 किसी त्रिभुज के कोंण और 6, # तथा ८ क्रमशः उनके सम्मुख भुजाओं 
की लम्बाईयां हों, तब 


42 - 92 + ८2 -- 2082 205 4 
०४८ ८22 + 442 -- 2८६ ००05 8 
८* - ० + 92 - 247 ०08 (? 


(इन सूत्रों को ००आ॥6 सूत्र या ००87० नियम भी कहते हैं|) 
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उपपत्ति मान लीजिए त्रिभुज ७80 आकृति 4.4. 6) तथा (0 द्वारा व्यक्त है। 


छ ह ॥5] 





() 
आकृति 4.4 
आकृति 4.4 (7) के संदर्भ में हम पाते हैं, कि 
802 < छा)2+ 002 - छ02 + (४० - ४70)? 
छ]0: +#&॥702 + 8(४ - 2 ७0.00 
882 + 802 - 2 80.७४ ००६ 2, 


या ८2 -< 22+ 92 -- 282 005 3 


या ८2 < ४2+ ८? - 292 ०08 2. 

इसी प्रकार हम सिद्ध कर सकते हैं, कि 
92 -< ८(2+ ०८ - 2८4 ००5 8 ॥ 
८१ >> ८2+ ४2 - 240 ००४ (' ह 


इसी प्रकार का समीकरण आकृति 4.4 () के लिए प्राप्त किए जा सकते हैं जिसमें कोण 
(0 अधिक कोण है। 


त्रिभुजों के कोणों का ज्ञात करनें के लिए को साइन-नियमों का सुविधाजनक रूप 
निम्नलिखित है | 
892+८2- ६2 

29८ 


९08 6 ८ 
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हे ८08 9 3 2 कक 28 
टेट 
233,2_-_ .2 
लि +92“-८ 
808 (: पाप कर, 


अब हम अर्ध-कोंण सूत्रों को सिद्ध करेंगें। 
प्रमेष/ किसी त्रिभुज ७80 में यदि 6+ 9+ ८०52 & हो, तो 


बी चर लक 2) (4-८) 
92, 9८ 


8 रे -८) (४-८) 


शााप्र ऊ 


झा न न 258 (700: 


हैँ हर 
उपपत्ति हम जानते हैं कि 2 ॥॥2 ऊू तर ००४४ 


> 


5] एप 


कोसाइन-नियम का प्रयोग करने पर हम पाते हैं, कि 
20८ 


॥ 


श 
25 
2 भा ठ 


2900-७१ -- ८०" + ८? 
200 


_ ८८ -(9-८)* 
हर 27८ 


(दध्र+ 0-८०) (४+ ८-४) 
290 


चूँकि 6७५9४ + ८-2», अतः: हम पाते हैं, कि 


जज (28-2८) (260४-22 2) 
3 इ०० 
हक 0 न 78८ ! 
या शो? द्ू ८ 406-7०0(४-०) 


2 कु 489८ 
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2 


हा अल क 
आज १ कर 7 


क्योंकि हि न्यून कोण है अत्तः, ञञा _+ धनात्मक होगा। इस प्रकार 


ठीक इसी प्रकार से हम शंग हद तथा झा के सूत्रों को सिद्ध कर सकते हैं। 


प्रमेय 8 किसी त्रिमुज 280 में यदि 6+# #+ ८-2७» हो, तों 


2 _ पा 
पक प 9८ 

8 ._ है 
ःण5ऊा न किल्कसजुप नमक प्प्न 

_ न 
05 ठ क्र कफ है 


उपपकत्ति हम जानते हैं कि 








2००४१ बन |] + 008 / 
हम ४2+ ८१-७०? 
न्‍्- हक कल समा 
_.. 22८ +2+८“- 27 
292८ 
353 (9+८2)- ८7 
् 2892 
_ (9४+८+८०)2(०+८- ४०५) 
ज 2890० 
चूँकि 4+ 9+८2-2 5 अत्त: हम पाते हैं, 
5 2&(25&-2 ८) 
253 ८“८50<४5-“2८४) 
2 005 ठ्तः शक्छ पु 
या ०05 धर न जा 5 - (क्यों ?) 


इसी प्रकार हम ००४-> त्तथा ण्ण्श्त के सूत्रों को सिद्ध कर सकते हैं। 


त्रिकोणमिति (सतत) 495 
प्रमैय » किसी त्रिभुज 480 में यदि 6+ 9+ ०८2 &, तो 


डर पट 8-09) (७-८) 
शा द्् न म्प््त द्व] 

8_ 
6/॥॥| पा न मन माल | आस कु 

०_ न जा 8-८) (४-४8) 
का हब आग कप कक 


उपपत्ति हम जानते हैं कि 


भा 2. क्र 
2 ्छ 


«० दिल 
तथा ठ़्ँ हट 


/. ब्ड्ल्द्ट 
शा (8-8) (४-८) 
हु - पक 8(७-०4) ' 
९ 


अतः क्षि] -;- प८ 





3 (्‌! 
इसी प्रकार हम (वा->- तथा (था कु भी प्राप्त कर सकते हैं। 


2 
प्रमेय 70 किसी त्रिभुज #80 के क्षेत्रफल '&' के लिए निम्नलिखित सूत्र हैं, 


] 
6 न ठ 9८ भा। 6 < ठ्०व शा 9 ८ न 4० शा! (? ३ 


उपपत्ति हम जानते हैं कि त्रिभुज ७8८ का क्षेत्रफल रा 
सूत्र से ज्ञात कर सकते हैं | (आकृति 4.5) 


८ 
८ ठ 8(0,०07) < ठ80. 2393 शा 8 2 
। , ] हे 
इस प्रकार ७५८ ज्रूक्व्शी छ-< ज्ञ्१व भा। छ 
इसी प्रकार हम अन्य सूत्रों को सिद्ध कर ु धर दी ध 


सकते हैं। आकृति 4.5 
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उपप्रमेय] तिभुज ७836 का क्षेत्रफल 


उपपत्ति हम जानते हैं कि 


हे . (5 हि 
चत्प एट था ७ + छा २2 छट छा ठ ०68 ' - 


झा हर त्तथा ००8- के मानों को प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं कि 


ल्‍_ लक उर न (४- ध) 
हक कल का 9८ 9८ 


प्रमेय 47  त्रिभुज ७8८: में सिद्ध कीजिए 


3-९. 2-८ का 


धा ०0०ां. 








#] 9+ रु 
घ्या कि ला 0 ८०--- 
2, कद 8 


पी 2, ८-82 ( 


ध्चा कसज-+55- ०20--« 
है? ध्टर 





क्ष 9 


8 0... एक 3 रक £ (मान लीजिए) 





अतः 7-८ _ &(आ। 8 - &7॥ ९.) 
हे 9+८ # (80 | + 80 () 


3+(. . 3-0. : 


22008 द्ा 








(ः 


झा 





४4 
005 जा 
2. 

छ+५९ 3-९: 


तर या 9 


चन्ण्ठा 
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॥/ 8-0 _ था ठ 
5 20 लग 77००-०7 
०्ण ( 375 ) शा ठ न्‍्क 


ठ 
इसलिए 


8-0 _ ४-८ ५2५ 
2. #४+८ 2 


इसी प्रकार हम अन्य परिणामों को सिद्ध कर सकते हैं। 

(इन्हें हम नेपियर एनालोजी भी कहते हैं) 
उदाहरण 9 यदि त्रिभुज ७830 में, ६८ 25, 9552 तथा ०5 63 तो ००४ »& का मान ज्ञात कीजिए | 
हल ज्ञात है कि 








॥१:॥॥| 


9 +८- ८7 
208 6 -; कम हर न 
2782 63 528: 
22<529<८63 
_ 2704+3969 - 625 
ष् 2>529<63 
के 2 
: 008 6ै ८ द्र् 


पर 
उदाहरण 0 यदि 4८ 5, 9४ 5 36, 2८८39 तो (क्वा ऊ का मान ज्ञात कीजिए | 


हल प्रमेय 9 द्वारा ज्ञात है, कि 


0 _ बा 
८ कर । 8(6४-८६) 


अब 20 <६८+9+८-< 5+ 36+ 39 - 90 


हर (कक -36) (45-39) का 
इसलिए ए्‌ आलम अब आइए कक पड यपटरमाक- मरा 4 0 हे /ककरन्पाकलापतन्नकमपयक 
इसल३ धाजू कज्लड-ाक ब5755 


अतः ध्ा 


७] ४० 
प्ण[+ 
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उदाहरण 4] _ त्रिभुज को हल कीजिए, जहाँ 
८5 ३.4 सेमी, & - 25९, 8 - 857". 
हल चूँकि 8 +8+ ५0० +- 80", इसलिए 
0- 80% - (257 + 85०) + 70% 


अब &7 0 _ अाए _ था ( 
कक 4... $ ८ 
या छा 25? _ ४॥85" _ » 70" 

6... # 3.4 

3.4 87 25 3.49><0.4226 
इसलिए. 4 क्-+++++++- ऊ +>ल्द्त+++ 5 .53 सेमी 

3.4 ४ए 85? 3.4><0.9962 
तथा 8-77: +7>>रदतठगत + + 3.6 सेमी 

8॥ 70? 0.9397 


इस प्रकार 005 80%, 4 > .53 सेमी, ४ 5 3.6 सेमी 
उदाहरण 42 सिद्ध कीजिए कि किसी त्रिमुज »80 में 

व ड॥ (8 - (१) + 9 89 ((: - 2) + ८ 5 (५७ - 5) < 0. 
हल विचार कीजिए कि 

4 डांग्र (8 -- (!) ८ 6 [5७ 8 ८०5५ (? -- ०05 8 &7॥ ("] 


अब 8 » &5$0 98 उ४&00९? ६ (माना). 
१/। 9 ८ 





इसलिए... ज्ला। & > धो, आ ऐ < ४४, थं। (१ -- 27. 


इन मानों के प्रतिस्थापन तथा कोसाइन सूत्र के प्रयोग से हम पाते हैं कि 


4७ (8 - (3) 





2__.2 
४७६ (०-72 ८) - ८६ (#- 7] 


ऊ ४४+४४-८०१- ०४-०१ + ४2) 
६(४2- ८?). 
६ (८: - 4?) 


इसी प्रकार 9 ह॥ (0 - ७) 
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तथा ८शआा। (0५-53) ८ / (६८ - 82), 
अतः बायाँ पक्ष ने (9९-८2 + ८:- ८? + 42 - ४0 
* 0- दायाँ पक्ष . 
- प्रश्नावली 4.2 


यदि त्रिभुज 80 में ८5 8, 8 5 24, ८5३० तो निम्नलिखित ज्ञात कीजिए 


[. 008 8, ०05 3, ०05 (: 


5 0] ५ 
2. ह था ठ? या ठः धा दर 


3, त्रिभुज »80 का क्षेत्रफल 

4. | था 0, शा 53, था (! 

किसी त्रिभुज »80 में सिद्ध कीजिए 
नि 








३: ये हि हि 005 ठ 
५ 5 
2 
35 8 _ भा दर: 
द (९ए08-- 
2, 
,. 3-८ 2-८ र 
7. हा हे 008 --- 








| 2, 


है, (9००४ (१- ८ ०05 8) 5 92 - ८2 


4 
9. 4(००४ (९ - ८०४ 8) ५ 2 (9 - ८) ०052 पु 


80, आए (8 जो _ ४-८९ 
' आऋाएफे+0) 7 ८२ 
निम्नलिखित प्रत्येक त्रिभमुज को हल कीजिए | 


ह, ६८2, 8: , ८८ ,3 
2. ०572, & 5 567, 8 - 65% 
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3. 6८ 72, 8  08", 6 ८ 257 
4, 653, 8-54, 25८6 


हि औ-कसी 2-0४ प्का करने 
प5, 6०३४3 +], 9 « ४3-, 0 60९ [छत नल प्ण्ट््का प्रयोग । पर 





2 ध+8 


6, त्रिभुज »8८ में, यदि ८ ००४ » २४ ००४ 5, तो सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज या तो समद्विबाहु होगा या 
समकोण त्रिभुज होगा। 


47. सिद्ध कीजिए कि किसी समान्तर चर्तुभुज में यदि ८ तथा 9 दो असमान्तर भुजाएँ हो तथा इन दो 
भुजाओं के बीच का कोण 9और ४ उस विकर्ण की लम्बाई हो जो भुजाओं ८ तथा 9 के उभयनिष्ठ 
शीर्ष से जाता हो तो 


व? - 42 + 92 + 2६89 ००09 9. 
[4.4 प्रतिलोम त्रिकोंणममितीय फलन 


अध्याय 2 में हम पढ़ चुके हैं कि यदि &-> ५४ एकेक तथा आच्छादन फलन हो, तब हम एक : 
अद्वितीय फलन 8: ५ -> % इस प्रकार परिभाषित कर सकते हैं कि & ()) -» जहाँ »६ 5 ताकि 
» «7 (0) हो। इस प्रकार 8 का प्रांत -# का परिसर तथा 8 का परिसर -/# का प्रांत | इस प्रकार 


परिभाषित फलन 2 को फलन / का प्रतिलोम फलन कहते हैं तथा इसे /7 से निरूपित करते 
हैं। हम निम्न संबंधों के बारे में भी पढ़ चुके हैं। 


(770०) (0) 57700) </7(9) 5», 
तथा (रण) (७) 5 0)) 5९0 5१. 


हम जानते हैं कि त्रिकोणमितीय फलन आवर्ती फलन हैं अतः वे सामान्यतः एकैक और 
आच्छादक नहीं हैं। इसलिए उनके प्रतिलोम फलनों का अस्तित्व नहीं है। परन्तु यदि उनके प्रांत 
पर प्रतिबन्ध रखें तब उन्हें हम एकैक अच्छादक बना सकते हैं। 


हम जानते हैं कि » के सभी वास्तविक मानों के लिए -5 &॥ &< , अत्त: यदि फलन 
है।॥ ह९ रखें 5 
85 को “तू 5४5> तक ही सीमित रखें तब यह फलन एकैक और आच्छादक हो जाता है 


और इसके प्रतिबिंब -]< ५ < ।होते हैं। वस्तुत: ॥॥ » को अंतरालों न्ठठ 5 डठ न्‍ ञ् डक ड्ज > 
5 3 में दे 
“तू $४<-+5 इत्यादि में से किसी एक मे सीमित कर दें तो यह एकैक और अच्छादक हो 


जाता है और इसका प्रतिबिंब -]< »< होता है। अतः: हम साइन फलन के प्रतिलोम को इन 
प्रत्येक अंतरालों में परिभाषित कर सकते हैं। इस प्रकार आः(» ऐसा फलन है जिसका प्रांत 


-5» < तथा परिसर -_ 7० के 5 


१]7 हैं ] 
2 505 3 या- 5 59<-5 आदि हैं। ऐसे प्रत्येक अंतराल"के 


शार्थीं 
उलन »&ग > की एक शाखा प्राप्त करते हैं। - ठलआबठ को मुख 7: 


57९ 2 
॥४॥7 » ऐसा फलन है जिसका प्रांत [-, ।] अर्थात-] < # <| तथीं परिश्तः 
| निम्न प्रकार लिखते हैं । 


7. ॥7 
बम _प् 7 
ंत7: [ -, ]]-> [ 5*5 ]. 


प्रकार हम शेष पाँच त्रिकोणमितीय फलनों के मुख्य शाखा को परिभातित ही सीमित 
त्रिकोणमितीय फलनों पर विचार करते समय हम केवल मुख्य शर्जी | शाखा को 
मुख्य ' 
लिखित सारणी में प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों तथा उनकी 
या गया है। 





मुख्य शाखा 
4६ 7 रस 
“एठ 5? जहाँ - < £ € 
0<%9<व१रा, जहाँ -] <&< [ 
8 रा | जहाँ रॉ न < ०० 
“5 40) जहा -- ०० < हि 
05<59<< और का < 9 < व जहाँ [ <&<० और जह 7 
(॥ हि जहाँ [£2% 
री ; पर <»><0और0<><> जहाँ - ०० < ऋ<-] और 
0< 9 < 7 जहाँ -- ०० < & < २० 
» को (आ। »)' से जो के बराबर है, भ्रमित नहीं होना चाहिए 
|4॥॥। उसकी अर्थ उस 
कहीं प्रतिलोम त्रिकोणमित्तीय फलनों की शाखा का उल्लेख नहीं हैं 
| की मुख्य शाखा से है। ब्रकोणमितीय ह 
फलग तो असर पक त्रिक 
_त्रिकोणमितीय फलनों के आलेखों के ज्ञान की सहायता से हर परिवर्तित 
आलेख खींचे जा सकते हैं। इन आलेखों -को «तथा 3 अक्षों की बाएं हैं| 


॥ जा सकता है | शा 5, शा- # तथा 5०८ > के आलेख नीचे 


अं. 
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4 





9 + 7८ 


आकृति व4.7 





9 5 शांत :८ 


आकृति 4.6 





एछ 5 560 


आकृति व4.8 
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; 
अतः शी ४ तल“ 9 या भा ४८ 2. 
प्रन्तु शा ४ # 2 असम्भव है (क्यों?) 
रा की 
अतः आ#४5-०> नशा ढ 


इस प्रकार हल को निम्न प्रकार से लिखा जा सकता है। 
है १६/ हि 
४जाध+ (-१)” पद्वः जहाँ # &€ [. 


क्षं। 0 और ८०५9 के रेखिक समीकरण | 
8०0०४ 0 + 9 ४0 9 - ८ प्रकार के समीकरणों' को हल करने के लिए हम प्रत्येक पक्ष को 
४०० +४* से भाग देते हैं और उसे निम्नलिखित रूप में लिखते हैं| 


८ 
हद अकरा ०७059 + हक बज हल 


4“ +082 62 +8 ० + हे ह 
9 
मान लीजिए कि (॥ 0-८ के 
' तब 80 ८ न लि ह ०05 0 ८ 
नही अं क +87 ० + 9 +9< 
! कद 


इसकी सहायता से हम पाते हैं, कि ०080.0080 + झा।0आ।9 ८ कर , 
ह 47 +8 


८ 
व +हर 


<, हो तो' इसका हल होगा, क्योंकि इस स्थिति में हम प्राप्त कर 


अर्थात ००8(0-0) ८ 


यदि 








व + 9२ 
सकते हैं (9-0०) - 3 (मान लीजिए), जहाँ ००४) ८ ----+--.. 
इक 
निम्नलिखित उदाहरण की सहायता से हम इस विधि को स्पष्ट करते हैं। 
उदाहरण 8 ८०४०-७9 -- को हल कीजिए 


हल दोनों पक्षों को ,? + (-)? - ५2 से भाग देने पर हम पाते हैं कि 


488 गणित 


०0080 - 5 ४70 मर. 
र2 2 2 
दया 005 यु ०090 - झा] हा 8॥0 ८ प्र ह 
584 5 जन कद 
या 4 4 प्ले तर 
अतः समीकरण के हल निम्न प्रकार दिए जा सकते हैं। 
3 आ ॥ 
40 222 व 2224 
89+ भा + बः या 89ल्‍-"भगप्रा लक ष्र्दा्‌ 


प्रश्चावली 4.] 
निम्नलिखित समीकरणों के मुख्य हल ज्ञात कीजिए | 


» धिड हर हा 2, 8680 ४८ 2. 


3, 0०% 5८ “३३3 4... 0086८ ४ -2 


निम्नलिखित समीकरणों में से प्रत्येक का ब्यापक हल ज्ञात कीजिए | 


5. 860 ४ $60 (४ + 70) 6. ९८०08 4%< ०085 2 £% 
7, ०083 5%+ 005 ४५ 2 008 ४ 5 0 8, श25+ 0082 0 
9, ४९८९ 2४8 5 | - शा 2 5 ; 0, 80 5 ८ (क्षा 2 


4, शी 3 #+ 008 22 0 42, 9 #0 + शा # ४८ 0 
3, शाड+आं] 3 >+ आ 5 ४८ 0 4, धार ४-3 शा ४ 0 


5., 4 7 ०08 ४+ 2 /+ 2008 :+ [ ८ 0 

36, ३००४४- आकर । पं, ८08 >2+ शा 557 
8, 72 शो। ४+ (३3 ००४ २८ | + आंत 2 9, 86० ४- (॥ ४.5 
4.3 त्रिभुजों का हल 


अध्याय 9 में त्रिकोणमिति का परिचय कराते समय, हमने बताया था कि त्रिकोणमिति का प्रमुख 


उद्देश्य ब्रिभुज की भुजाओं और कोंणों का परिकलन करना था, जबकि उनमें से कुछ कोण और 
भुजाएँ ज्ञात हों । 
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त्रिभुज की तीन भुजाएँ तथा त्तीन कोंण ही त्रिभुज के भाग कहलाते हैं। हम ज्यामिति में 
अध्ययन कर चुके हैं त्रिभुज की रचना के लिए एक भुजा सहित कम से कम तीन भाग ज्ञात होनें 
: चाहिए। इस प्रकार तीन भागों के ज्ञात होने पर हम त्रिभुज के अन्य तीन भाग ज्ञात कर संकते 
हैं| त्रिभुज के ज्ञात भागों की सहायता से अज्ञात भागों के परिकलन की विधि को त्रिभुज का 
हल कहते हैं। 

इस उद्देश्य की पूर्ति के लिए हमें त्रिभुज की भुजाओं तथा कोणों को सम्बन्धित करने वाले 
कुछ सूत्रों की आवश्यकता है। 

मान लीजिए कि ७80 एक त्रिभुज है। कोण & से हमारा अभिप्राय उस कोण से है जो 
भुजाओं &8 और ४८ के बीच स्थित है तथा जिसका मान 0? और 80 के मध्य है। कोण 8 
तथा (* भी उसी तरह परिभाषित हैं। शीर्षों 2, & तथा छ की सम्मुख भुजाओं को क्रमशः &8, 8९. 
तथा (४ या ०८, 6 तथा & द्वारा व्यक्त किया जाता है (आकृति 4.]) | 





आकृति 4. 


प्रमेय 4 किसी त्रिभुज की भुजाएँ अपने सम्मुख कोणों की ज्या (॥॥०) के अनुक्रमानुपाती होती 
हैं। दूसरे शब्दों में किसी त्रिमुज ७80९ में 


0 आडईि था।(९- 


ध् 9 ८ 
(इस सूत्र को &7०-सूत्र या &7८-नियम भी कहते हैं) 
उपप्त्ति मान लीजिए कि &80 आकृतियों 4.2 0) और (॥) द्वारा प्रदशित कोई एक त्रिभुज है | 


शीर्ष छ से भुजा »0 पर लम्ब # खीचा गया है जो सम्मुख भुजा से 9 पर मिलता है। 
आकृति (0) में &0 पर लम्ब डालने के लिए उसे 7) तक बढ़ाया गया है। आकृति 4.2 () के 
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छ 
नर 
छः 
खै | ए ( 
0) 
हि आकृति 44.2 
समकोंण त्रिभुज से. हम पाते हैं कि 
४ | 
शां। 8 सना या#<८शा! 4 () 
है | ६: 
तथा शा (80? - (0) « ह् या#-६था। (! ष (2) 


समीकरण () तथां (2) से हम पाते हैं कि 


८४॥ 0७0 ८-० ५, या 





80 शा 
पका 


(3) 
इसी प्रकार हम सिद्ध कर सकते हैं कि 

ह कि हे कि ु ह हो 
(3) तथा (4) को संयोजित करने पर हम पाते हैं कि 


'4 शा. शा0 


2े>-«-««--म«% न, 








धर 9 ८ 


आकृति 4.2 (7) में ७९५४८ के लिए समीकरणों (3) तथा (4) को इसी प्रकार प्राप्त किया 
जाता है| 


प्रमेय 5 यदि ४, 8, ८ किसी त्रिभुज के कोणों तथा ८, & तथा ८ क्रमशः ४, 8, ९ के सम्मुख 
भुजाओं क्री लम्बाइयाँ हों, तब ह 
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ध+ 86 ०08 (१ + ८ ०08 8 
825-८ 008 0 + ६ ०058 (? 
८८७० ००४ 8 + 98 ०08 5. 
(इन्हें प्रक्षेप-सूत्र कहते हैं) 
उपपत्ति 68८ त्रिभुज है। 


८] 





() ३ 
आकृति, 4.3 
आकृति 4.3 (0) से हम पाते हैं कि 
4 3(८७०+ 79९ 
परन्तु 870 -८००08 9 तंथा 00<४ ०0४ ९: 
अतः 4-८ ००६४ 8 + 8 008 (८ 


इसी प्रकार 4.3 (४) के लिए भी उपपत्ति दी जा सकती. है तथा इसी प्रकार अन्य परिणामों 
को भी सिद्ध कर सकते हैं। | 


: प्रमेय 6 यदि ४, 8 तथा ० किसी त्रिभुज के कोंण और 4, 9 तथा ८ क्रमश: उनके सम्मुख भुजाओं 
की लम्बाईयां हों, तब 


42 - 92 + ८? -- 29८ 008 & 
02 - ८९ + ६८? -- 2८६ ८05 डे 
८* > 4 + 9? -- 268 ०05 (! 


(इन सूत्रों को ८०॥॥6 सूत्र या ०ठञ्मा८ नियम भी कहते हैं |) 
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उपपत्ति मान लीजिए त्रिभुज 80 आकृति 4.4. 6) तथा 0) द्वारा व्यक्त है। 





(0) 
आकृति 4.4 
आकृति 4.4 (0) के संदर्भ में हम पाते हैं, कि 
8९१ < 870? + 002 - 822 + (५0 - ४))? 
८ छि0: +09< + 00०. 2 ४0.00 
88? + 00? - 2 00.48 ००४ ४, 


या 42 < ८2+ 97 -- 29८ 005 & 


॥ 


या - 42८ 82 + ८१ -- 202 ०05 6. 
इसी प्रकार हम सिद्ध कर सकते हैं, कि , 

92 < ८९ + 47 - 2८6 ००05 छे 
2- 4८2+ 0? - 260 ००४ (९ 


इसी प्रकार का समीकरण आकृति 4.4 (0) के लिए प्राप्त किए जा सकते हैं जिसमें कोण 
("अधिक कोण है। 


|] 


त्रिभुजों के कोणों का ज्ञात करनें के लिए को साइन-नियमों का सुविधाजनक रूप 
निम्नलिखित है| 


9 2 + ८ 2 -ध्र 2 


2 पर 
005 खर्च 


ँ 
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०0०59 ८ “+प-+- सा 
य्ट्च 
24.32 -. ८2 
(00 टी ध 
८05 ग्र्फ़ 


अब हम अर्ध-कोंण सूत्रों को सिद्ध करेंगें। 
प्रमेय 7 किसी त्रिभुज &80 में यदि ६+& 2+८०-2«& हो, तो 





नम 
झ्ञोा छ हर प व -८) (७-6) 
2 ट्ध 
७9 - टिविलफ 
(॥॥| हे ह ५ 


है # 
उपपत्ति हम जानते हैं कि 2 आ॥? उू१-०० 


.. क्ोसाइन--नियमं का प्रयोग करने पर हम पाते हैं, कि 


न | 92 वश 22 
2 जा ८८-66 
2 धा7 ठ [ स्ल्ल लग तन 


2820-४7 - ८: + ८२ 
2092८ 


८7 -(४-८)* > 
292 


_ (६+ 2-८) (६+ ८-४) 
एज 20८ 


चूँकि 6+ 9 + 252 », अतः हम पाते हैं, कि 


५. 2: (2 #-22८) (26-2/) 
205 ये न 
2 भा ४ 289८ ! 
25 4 (४-८) (७-४) 
अल न 
या शा ठ आजा ता 
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8. 
क्योंकि >> न्‍्यून कोण है अतः, आ। 5 धनात्मक होगा। इस प्रकार 


कर गज र 
शा नछता अं पा 20525; 


3, 2 


ठीक इसी प्रकार से हम हा॥ डर तथा ४7-+ के सूत्रों को सिद्ध कर सकते हैं। 


प्रमेय 8 किसी त्रिभुज ७30 में यदि 4+9+८७2 5 हो, तो 


7 पल 
शक्ठ्नएछ छः 


5 अ बम 
व्ध् 

है 2 मर (७-८) 

कम कप व 


उपपत्ति हम जानते हैं कि 





2 ००४१-- व + 605 & 
कु 9 2+८2- ८7 
नल क+ >छ 
>> 209८ +9#+ ८-८९ 
209८ 
. (2+८)-०८7 
हे 28८ 
री (2४+८2८+4)(०9+2-) 
ध् 209८ 
चूँकि 4+9+८-25 अतः हम पाते हैं, 
हर 25(20-2 ८) 
08 5 8 22 7 /4 0 
2४20 जेब डक 7 सर 
या 005 > न मे कल +5ंत . (क्यों ?) 


इसी प्रकार हम ००05 ् तथा ८००5-८5 के सूत्रों को. सिद्ध कर सकते हैं। 
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प्रमेय 9 किसी त्रिभुज 5830 में यदि 4+ 9 + ८८2 5, तो 


प्यार ८ न (४-८) 


छ_ न 
धा द्ठ न ग्त्ह्-का 


०_ रा 
2 ४(४-८) 


उपपत्ति हम जानते हैं कि 


शा 


& आर न । 


शा --- उर 
2 





9८ 
था  _ बम (४-०) 
त 008 ठ् प्र 
बंप न (४-2) (४-९८ ) 
ता 0. 0 _ (5४72)/50-7८/ 
५ था ख््र हर ०-4 डर छ -५) + 
९05 --+ 
9 
प्रकार 8 था (ः है 
इसी प्रकार हम काठ तथा क्षाउ भी प्राप्त कर सकते हैं। 


प्रमेय 70 किसी त्रिभुज ७80 के क्षेत्रफल '#” के लिए निम्नलिखित सूत्र हैं, 


] ह ] वि ] ता (* 
0 न ञ्र 89८ शा] ४6 < ठप्व 8 3 ८ ञ्र 68 शा (:. 


उपपत्ति हम जानते हैं कि त्रिभुज 80 का क्षेत्रफल शा 
, सूत्र से ज्ञात कर सकते हैं। (आकृति 4.5) 


6०: ज80.00 ब्ः दर शै3 ४ग 8 2 


इस प्रकार ७८ तु 4८ शा! 8 ८ तर व्व्वध छ8 


इसी प्रकार हम अन्य सूत्रों को सिद्ध कर दर 5 0 
सकते हैं। .. आकृति 4.5 


496 गणित 


उपप्रमेय। जिभुज »8८ का क्षेत्रफल 





2 + २४(७-८) (७-४) (४-८) है। ॥ 
उपपन्षि हम जानते हैं कि 
मम 
4 ८८ ठ छट 7 / ८ ठ्ः यै9ट ठ 0058 ठ्ः 
५. ४६ पर बह आवक पॉतिक्मॉपिल है 
आं। 57 तथा ००६ -उ- के मानों को प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं कि 


रा व 2 व --2) (४-- ८) पे सम ख (७-८) 
&5030&) ्रट ; छ्ट 


प्रमेय 74 त्रिभुज ७3९: में सिद्ध कीजिए 


8-0: 2-८2 हक पु 
्जसध 00० --+ 


५७४ कक सा 








च्चा 














शा प्ग्ज 


उपपत्ति साइन सूत्र से हम जानते हैं कि 


आल मय 
43 . बआउऊि थाए # (मान लीजिए). 














अल 2-८ _ ६ (शा छे -> &ागत (2) 
ह छा _ #ऋछ्रड्ेउक्म लो 
36668:2 ५ छ्चा 27९ 
जे 2. 2. 
र्झाा 3: 205 ०032 
* डे . 2 
ऊःए 3-0९: 
खा 








सन्ट्णा 


2. 2 
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सका 
हर 0. ४. 3-0 _ ठा 
हट ०्ण्‌(ठ 52 या हु न रण 

; ः्ण्जः 


इसलिए 


3-(. _ 0-८ त्ग्‌ 
2... 9४+८ 0 


इसी प्रकार हम अन्य परिणामों को सिद्ध कर सकते हैं। 

(इन्हें हम नेपियर एनालोजी भी कहते हैं) 
उदाहरण 9 यदि त्रिसुज &8८ में, ४८ 25, 9 5 52 तथा ८८ 63 तो ००४ & का मान ज्ञात कीजिए | 
हल ज्ञात है कि 


था 





92+ ८१ - ८९ 


005 0 ८ ग्रप 


पी हि 257 
22522<63 

_ 2704+3969-625 

दि 22652)263 


अत 2 
: 008 2 ८ 3: 


हर कर न 
उदाहरण 40 यदि 4८ 5, 9 - 36, ०-39 तो (शा उ का मान ज्ञात कीजिए। 
हल प्रमेय 9 द्वारा ज्ञात है, कि 


धान कई 


2 ला 





हा & (९-६) 
अब 260-८"६+29+20-]5+36+39- 90 
4 न वन ज 
इसलिए कर / ५.08 +. 44520 
300 आह कक-ाक ब5756 
मल 
अतः धा ठ “5: 
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उदाहरण १4  त्रिभुज को हल कीजिए, जहाँ 
८< 3.4 सेमी, & - 257, 8 - 857, 

हल चूँकि &+3+९0०+-80", इसलिए... 
0: « 80 -- (257 + 85?) - 707. 


अब छ0 4 शत छा (? 
अब ज-त+ कं जयिण तन ५» 7 
धर /। ८ 
या ॥ 25" _ आ॥857? _ 57 70? 
ध् क्र 9 .... 53.4 
ै 3.4 257 _ 3.4)<0.4226 
इसलिए... ध तन्‍-++7-+- 5 >लर्वतू+-  .53 सेमी 
8॥॥ 70९ 0.9397 
3.4885?  3.4>20.9962 
त्तथा 8 +«> पफण 5४5 ऊउतु5ऊ-+ 5 3.6 सेमी 
&॥ 70" 0.9397 


इस प्रकार (१ - 80९, ८ ८ .53 सेमी, 9 3.6 सेमी 
उदाहरण ॥2 सिद्ध कीजिए कि किसी त्रिभुज &8८ में 

धर्चा (8 - (८) + 8 था ((- ७) + ८ आ॥ (< - 8) < 0. 
हल विचार कीजिए कि 

वडांए (8 - () >> 4 [89 छ ८08 (: -- ०08 8 ४० (] 


अब डा ७ __ आए छ __ आआ ९ + # (माना). 
धर | ८ 





इसलिए. श॥ 4 ८ वां, शांत 8 + 90, धग (? 5 ८0. 
इन मानों के प्रतिस्थापन तथा कोसाइन सूत्र के प्रयोग से हम पाते हैं कि 





2.0 32: : 2 24 6 23 "२2 
बा (3-0) + ०[४६ (८ शा एन न ८)-८६८(८7८४-४ 


2642८ 2] 


5 (वी + ४2- ८१- 7 - ८? + #0 
६४१०० ८):: 
६ (८६ - 2) 


. इसी प्रकार # 5 (८ - ४) 


तथा 


अतः 


यदि 
. 


2, 


उ, 
4. 
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८आी (80 - 8) 5 (४२-४१), 
बायाँ पक्ष से £ (४2-८१ + ८- ८2 + ८? - ४7) 
+ 0 वायाँ पक्ष 
' प्रश्नावली 4.2 
त्रिभुज &80 में ८८ 8, 8 5 24, ०5 50 तो निम्नलिखित ज्ञात कीजिए 


008 8, 008 8, 208 ९ 
(! 


था उताशा तू + थी 2 


त्रिभुज 880 का क्षेत्रफल 


शा 8, शभ। 8, ॥॥ (: 


किसी त्रिमुज ७80 में सिद्ध कीजिए 


0. 


जा 


2-3 
+ 08 डे ९०३ 9 








ड शा हट 
2. 


.. 0) 
2-क जाए 





(! 


008 7 
० 


8-0 8-८ 





605 हे 
2. 
4 (8०५०8 ("- ८ ००४ 8) ५ 82 - ८? 
ै 
4 (008 0! - ००४ 9) ५2 (9-८) ००४2 दा 


॥॥(8-0) _ ४-८ 





, श॥(8+0).. ८7 


निम्नलिखित प्रत्येक त्रिभुज को हल कीजिए। 


4], 
42. 


8-०2, 85 , ८5 ५3 
८572, 4 5 56", 8 < 65० 
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3, ०८72, 3 - 08", ७ < 257 
4, 65८3 थे क्च्द 4 » पक 6 


४ लत स्‍ः ०० ५ का प्रयोग करने पर | 





हा &-8 
[5, 65४३+, 85 ४3-, 0८60" | ह 


6. त्रिभुज »80 में, यदि ८ ००५ ७ -£ ००४ 8, तो सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज या तो समद्विबाहु होगा या 
समकोण त्रिभुज होगा। 

7. सिद्ध कीजिए कि किसी समान्तर चर्तुमुज में यदि ८ तथा & दो असमान्तर भुजाएँ हो तथा इन दो 
भुजाओं के बीच का कोण 9 और ८ उस विकर्ण की लम्बाई हो जो भुजाओं ८ तथा 9 के उभयनिष्ठ 
शीर्ष से जाता हो तो 


42 - ०? + 92 + 269 ००५ 0. 


4.4 प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन 


अध्याय 2 में हम पढ़ चुके हैं कि यदि £ ह -> ५४ एकैक तथा आच्छादन फलन हो, त्तब हम एक 
अद्वितीय फलन &: ५ -> ह इस प्रकार परिभाषित कर सकते हैं कि ४ (9) 5» जहाँ » ६ > ताकि 
»- (2) हो। इस प्रकार 8 का प्रांत -# का परिसर तथा 8 का परिसर <»/# का प्रांत | इस प्रकार 
परिभाषित फलन 7 को फलन /# का प्रतिलोम फलन कहते हैं तथा इसे /7! से निरूपित करते 
हैं। हम निम्न संबंधों के बारे में भी पढ़ चुके हैं। 


(/7०7) (0 5/7(00) 5/ 7७) 5» , 
तथा (रण) 0) 5४ 00) 50 5». 
हम जानते हैं कि त्रिकोणमितीय फलन आवर्ती फलन हैं अतः वे सामान्यत: एकैक और 


आच्छादक नहीं हैं। इसलिए उनके प्रतिलोम फलनों का अस्तित्व नहीं है। परन्तु यदि उनके प्रांत 
पर प्रतिबन्ध रखें तब उन्हें हम एकैक अच्छादक बना सकते हैं| 


हम जानते हैं कि » के सभी वास्तविक मानों के लिए -]< ॥॥ £ < , अतः यदि फलन 
आ४ को >> <»< - तक ही सीमित रखें तब यह फलन एकैक और आच्छादक हो जाता है 


और इसके प्रतिबिंब -]<» < होते हैं| वस्तुतः आ॥+ को अंतरालों -> डअड जे डअडठ 
5 


“5 <$2<-5 इत्यादि में से किसी एक मे सीमित कर दें तो यह एकैक और अच्छादक हो 


जाता है और इसका प्रतिबिंब -]5 9» < ] होता है। अतः हम साइन फलन के प्रतिलोम को इन 
प्रत्येक अंतरालों में परिभाषित कर सकते हैं। इस प्रकार आं7£ ऐसा फलन है जिसका प्रांत 


5 3 
-< ४ < | तथा परिसर 3 2 2 -> आदि हैं। ऐसे प्रत्येक अंत्तराल 'के 


त्रिकोणमिति (सतत) 50] 


हे है है १[+ १7] शाखा कहते है 
संगत हम फलन आंप्र/ » की एक शाखा प्राप्त करते हैं। -3 95 5 को मुख्य शाखा कहते हैं। 


इस प्रकार #॥्! > ऐसा फलन है जिसका प्रांत [-, [] अर्थात-€ » <] तथा परिसर [- ऊँ । ञ ] 
है। इसे हम निम्न प्रकार लिखते हैं। । 
77 7 
52050 

इसी प्रकार हम शेष पाँच त्रिकोणमितीय फलनों के मुख्य शाखा को परिभाषित कर सकते 
हैं। प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों पर विचार करते समय हम केवल मुख्य शाखा तक ही सीमित 


रहेंगें। निम्नलिखित सारणी में प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों तथा उनकी मुख्य शाखा को 
प्रदर्शित किया गया है। 


आया: [ -, ]-> - 


फलन मुख्य शाखा 

न्‍ झा! _ टू जहाँ --] < ४ < 
अन्धा ठ5»55 जहां - < ४ € ] 
> नै 0097 > 0<%<77 जहाँ -] €< ४ < ] 

* | 7 ५ 
>्शाएं आल अंफेड 5 जहाँ - ०० < 5 < ०० 

पर; प्र हा रु 
>न 8607 | 055< और उ</57 जहाँ । ६ ४ < ०० और जहाँ - ० <&<-] 
गाः गा थ ३2 

छनन्‍-0086० #४ .. छठ </<0और0</<> जहाँ -००< ४ <-] और जहाँ ] < ४६ < ०० 
>5 007» 0<9< 7 जहाँ -- ०० < # < ०० 
टिप्पणी 


_]., श्रंप्र/#को (आं॥ >) से जो फ़ा> के बराबर है, भ्रमित नहीं होना चाहिए । 

2. जहाँ कहीं प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों की शाखा का उल्लेख नहीं है उसका अर्थ उस 
फलन की मुख्य शाखा से है| . 
संगत त्रिकोणमितीय फलनों के आलेखों के ज्ञान की सहायता से प्रतिलोम त्रिकोणमित्तीय 


फलनों के आलेख खींचे जा सकते हैं। इन आलेखों को «तथा » अक्षों को परस्पर परिवर्तित 
करके खींचा जा सकता है | ज्ञाग 7 &, (४०7 < तथा 5८८१ » के आलेख नीचे दिए गए हैं। 





क्योंकि झ। £ तथा झंग्र| > परस्पर प्रतिलोम फलन हैं अतः 


शी (आग 2) < 5 तथा शा (शंग्रा| 2) < 5. 
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६4 





छ " धिए >८ 


आकृत्ति 4.7 





४5० >८ 


आकृति 4.6 





पए॒ + उलट 2८ 


आकृति 4.8 


त्रिकोणमिति (सतत) 505 
प्रतिलोम फलनों के गुणों के अनुसार यदि 
४39 तो 0-8॥7 ४ 
तथा यदि 8-आा»तो ४८शआं॥ 6. 
इसी प्रकार के अन्य परिणाम पाँचों प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के लिए भी सत्य हैं। 


अब हम प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फ़लनों के कुछ अन्य प्रगुणों का अध्ययन करेंगे | यह ध्यान 
देने योग्य है कि ये परिणाम प्रतिलोम त्रिकोणमितीय के संगत उनके मुख्य मान शाखा के अंतर्गत 
ही सार्थक हैं जहाँ कहीं भी वे परिभाषित हैं। 


प्रमेय ।2 परिभाषित प्रान्त के अन्तर्गत सिद्ध कीजिए 


] 


६ न 
() शा हम ०05८८! 5 


थे | 
(0). ००४ हरा 522 ४ 


8 ] 
(ग) शा हर ००7 >». 


उपपंत्ति प्रथम परिणाम को सिद्ध करने के लिए हम ८086८ » - 0, अर्थात ४ - ००४४० 9 रखते 
हैं। इस प्रकार 


॥। 

-7 + 9 0 

धर 

, | 
इसलिए... आए हि 6 


अतः #॑ है। 
; भा परत ००86८ ५. 


इसी प्रकार हम शेष दो परिणामों को सिद्ध कर सकते हैं| 
प्रमेय 3 परिभाषित प्रान्त के अन्तर्गत सिद्ध कीजिए 

06) थरय (-&) ८ - शांत & 

() (शा (-0) ८ - शि।  # 

(धर) ०08९९ (--0) + +- 00560 #. 


उपपत्ति मान लीजिए कि शा (- ४) 5 0, या - ४ 5 आ॥ 9 इस प्रकार 


&४#>>जशा 0, या | ८ शा। (- 9). 
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अतः. जाग %६-9७- आंत +. 
इसी प्रकार हम अन्य परिणामों को सिद्ध कर सकते हैं। 
प्रमेय 44 परिभाषित प्रान्त के अन्तर्गत सिद्ध कीजिए 
() . ८0व (->0 ८ 77 -- ०087 # 
(#). इलर्टा (--0) ८7१. - इछटा 
(॥) ०० (-20) ८ 40 - ०0 >. 
उपपत्ति मान लीजिए कि ८०४! (-2) 5 0, या-४- ००५ 9 ह 
इस प्रकार £ -- ०05 9 5 ००8 (॥:- 9), या ८०087 #& ८ 70 -- 6 5 70 -- ०087 (->४) 
अंत: ८08 ' (- 3) ८ 7 -- ०0४ ». 
इसी प्रकार हम अन्य परिणामों को सिद्ध कर सकते हैं। 
प्रमेय 75: परिभाषित प्रान्त के अन्तर्गत निम्नलिखित को सिद्ध कीजिए 


, / 
(0). धागा ४+ ९0५ (८ ण्ा 


«० 7ए 
(पं) छिप /+ ००07 %४ ८ ठ 


३ | _] (4 
(॥) ०056० 5+ 5€ट &८ ठ 


उपपत्ति मान लीजिए कि हा £८ 0. 
हू 7 
तब , & शा) 0 ८ 008 (ठ - 09). 
. इसलिए ८०0४7 # ८ ञ्र -08+- अर -आाखए फ, 
अतः शत ४+ ९0४7 ४ रे े | 
इसी प्रकार अन्य परिणाम सिद्ध किए जा सकते हैं। 
प्रमेय 46 परिभाषित प्रान्त के अन्तर्गत निम्नलिखित को सिद्ध कीजिए 





(0). थार ४ + का ५ ८ धिायाई रन + 2. यदि 2५ < . 
पु ज) 
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6) कक्षा >> शा 9<ंक्षाए >> यदि >- [. 
4+ 29५ 


(त) 2स्‍ध्ा # - शा की , यदि |£ | < . 
]-५ 


उपपत्ति 0) मान लीजिए कि [दा #%> 9, (शा 9. तब #7।०॥ 9, >> शा! $. इसलिए 


॥ 90+[9॥ ९ + 9 
0 (0+ 0) ८ [-क्रात880  [-#७! 





जिससे. 0+0 "शा ऊ +» प्राप्त होता है। 


अतः वा %+ वा 9 नशा 
- ५ 
यह दर्शाया जा, सकता है कि उपर्युक्त परिणाम केवल तभी सत्य है, जब >»< | हो | 
यद्यपि इसकी उपपत्ति इस पुस्तक के क्षेत्र के बाहर है। यदि हम » के स्थान पर -»रखें तो 
द्वितीय परिणाम पाते हैं तथा » के स्थान पर » रखने पर तीसरा परिणाम प्राप्त होता है। 


प्रमेय 7 परिभाषित प्रान्त के अन्तर्गत सिद्ध कीजिए कि 











2(क्षा। ८ छत 5 गठ व: 0047 पर , यदि|<| <. 
उपपत्ति मान लीजिए कि ४>[2॥ 0. तब 
५2 , 2! 0 
(॥॥| 5 अप आप ]३8 
* धार (आं॥2 6) 
न 208+- 2 [शा +. (4) 
पुन: ढ्ठढ न न. 009 न 
]+#* ]+[47 7 0 


| 00४7 (008 2 9) 





< 20-22 [ध्षा- >». (2) 
() तथा (2) से हम पाते कि ह 
2> | 2 
2 'ध्वा 5 शांत गन कस ्0्छा हम लक ह 
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यह दिखाया जा सकता है कि उपर्युक्त परिणाम केवल तभी सत्य है जब |» |< ] हो 

यद्यपि यह इस पुस्तक के क्षेत्र के बाहर है। 
उदाहरण 3 सिद्ध कीजिए कि 2 आग ४ आंग्र (25 ४-2 ) 
उपपत्ति मान लीजिए कि £5#ं॥ 6, तब शा ४ 0. अब 
दायाँ पक्ष « अंग (25 0-४2) 

- ४877 (28907 0 पी-ज0 0 ) 

| आग (29॥ 60 ०059) 

न था (आै 290) 52052 आ॥7 ४ - बायाँ पक्ष 
उदाहरण 4 सिद्ध कीजिए कि (कला | + क्षां चर ना तर 
उपपत्ति प्रमेय 6 0) के अनुसार, हम पाते हैं ह 


७ 2, पप 
> धा -८ स्टोन 
बाया पक्ष 5 [शा पता + धा] ठ्त्व 
2 
-]] 24 _ 
अर्थ । 


७४ उप 


का 


-। उदय 55 # दायाँ पक्ष 
(82॥॥) छठ ः धा 575 य 
उदाहरण 45 ००7 (-,/3) का मुख्य मान ज्ञात कीजिए। 


हल मान लीजिए कि ८००४” (-- (३3) < 9. 


7 
6 


क्योंकि ००४! » की मुख्य शाखा 0<8 <% है, इसलिए हंम 6 का ऐसा मान ज्ञात करना 
चाहते हैं जिसके लिए 0<8<7 हो। अब 


तब ०0 9 ८ -५3 न ०00 


९: ९(१ 5 
०000८ - 00 6 न 00 (0 - हू27००ण द्व-. 


अतः ००४7 (-,3) का प्रमुख मान नह है। 
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उदाहरण 46 निम्नलिखित फलनों को उनके सरलतम रूप में लिखिए | 


] हि हि कुक 
6). ्षाए! है।॥ का 6) का अशिण 
$ “3 ] ज 


हल 0) माना कि ५58०८ 6. तब ,2-] ->,/(६००१० -] 0 - 





शा ( ) >+ शा (00 9) 


शा09 


#।॥ ४ 
या [ ( छा -0 ) ॥ 


१) 
8 तल नो, 
ज्ठ ् ठ 78९०. 


इसलिए. था हैक आए 
- ही । 


यह दिए फलन का सरलतम रूप है। 
(४) माना कि £<[शा 0 


सु वै। कक | _। 8००0 -। _। [-०080 
तब ॥2॥॥) हक शा प्था9. | + धि। 809 





हक पक 29 >- 60१६ 
2 2 


|| 98.77 
री, “]|धा तन | _ -. _. -- -] 
न शा । 9 ] त्ठ्त्ठ भा |, 


यह दिए फलन का सरलतम रूप है। 





उदाहरण 47 [था को सरलतम रूप में लिखिए 


4+ 


हल हम जानते हैं कि 


की 5 आओ 
०008 ऊाशा 
प्र धााां £ £ 
[+शाऊ 





ध्पा 


23 ला 2-+ 2 < ८०७ ८ 
008 प्र शा न तर दर 
2 2, 2 2 
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£ अिमक ५ 5६ पं 
(008 ज्त शा 52 (९05 उठ +शा ठ ) 


है न 2 
(०05 ठ +झ 2 ) 


धा। 





# न 2 रे 
०0४3 7 आन [- (शा 
८ शा िलेआ नाक पा 2 ०० हि 
०७०08$-+8॥॥ -- ]+]-- 
09 2 + शा ठ ठ 


#] | गो 
॥/:॥ ३। (ा् 9 ] च्ड द्बाठ 
जो दिए गए फलन का वॉँछित सरलतम रूप है| 


उदाहरण 8 (शा 2५ + धा 3: कर को हल कीजिए | 


हल प्रमेय 6 (), के अनुसार हम पाते हैं कि 





हि -[|_क352 7 
बायाँ पक्ष 5था |प-57त्रद्न + व 
या ध्शा आल अल प्‌ जबकि 6 £2 < [ 
कक 5 बः बट 
5५% 
व शान रू | 
हि ] - 6४ 4 


इसलिए 6%57+ 5 ४-- 0, या (6£- !) (४+ [)5 0, 


जिससे दर अथवा ४<-- प्राप्त होता है। 


परन्तु &“-| समीकरण को संतुष्ट नही करता है क्योंकि समीकरण का बायाँ पक्ष 


ऋणात्मक हो जाता है। अतः £< द अभीष्ट हल है। 
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प्रश्नावली 44.3 
निम्नलिखित के मुख्य मान ज्ञात कीजिए | 











] भर 
कप | /_४2 
, भा! ( उ) 2... ०0७४ ( 2 ) 
3, ००४८८ ,((2) 4, ४ (3) 
| ग 
5... 60४7 ल्‍्ठ ) 6... (ध॥ (-]) 
निम्नलिखित को सिद्ध कीजिए | 
7, 38 & ८ आ।। (3/-4 3) 
8. 3८097 & ८ 0097 (4 ४ - 35 ) 
3 
9 -“४+६ -] 25% | जो ३35५-5५ 2८ ] 
शा क्षा के गा पाणज़रज ४ <5 
[-<* ]-3<* 3 
। ] श्ल ] | न्नो 3 || । 
-- के र् 5 पर री | 
0, 2ंधा ठ ध्षा हा (4८॥॥ | दर 
निम्नलिखित में से प्रत्येक का मान ज्ञात कीजिए | 
]], ०० (शा 4+ ९०077 6) 
2, आं! (झंगरा! ४+ ०0४7 ») 
 ._ 2 _| ।-५ 
43, शा दशा) न उ 7 008 हे दा 
2 [- [+छ 
निम्नलिखित समीकरणों को हल कीजिए। 
]4, 2 धार (008 0) < (७077 (2 208९० 2) 
कं (-क# _! -+। ई 
5. (या व 3४ 5 व ४, (४> 0) 
निम्नलिखित फलनों को सरलतम रूप में लिखिए। 
46. छा व 77 का 32 अपर 
« ता नभाचचना ह्‌ अं पद ला: 2 
बि-अी सा कट व “3४ 





हे हर - 008» है दा ९05 7 - धात 5 
0. [+008% 49. 008#%+ भा। | 
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4.5 अनुप्रयोग 


पिछली कक्षाओं में हमने उँचाई और दूरी के सरल प्रश्नों को हल करना सीखा है। इस 
अनुभाग में हम इस प्रकार के कुछ अन्य उदाहरणों को देते हैं। 


उदाहरण 9 एक ऊर्ध्वाधर मीनार के पाद से जाने वाले क्षितिज तल पर स्थित एक बिन्दु & 
से मीनार के शिखर का उन्‍नयन कोण 58" है। मीनार का पाद तथा बिन्दु & से जाने वाली 
क्षितिज रेखा पर उससे 76 मीटर अधिक की दूरी पर आगे स्थित बिन्दु छे से उसका मान 35९ _ 
है। मीनार की उँचाई तथा & से उसके पाद की दूरी ज्ञात कीजिए | 


हल मान लीजिए कि मीनार पाद तथा शिखर क्रमशः ए तथा '' द्वारा व्यक्त होते हैं (आकृति 
4.9) | मान लीजिए कि मीनार की ऊचाई #मी. तथा मीनार के पाद से ४ की दूरी » मी है। 


है ४ + 


बा ४ १ 


8 ६ 76 | परे सन अनज>े 
आकृति 4.9 
समकोण त्रिभुजों 8० और छाश' से हम पाते हैं कि 


॥. 
- न्‍ंधा 58९ 
हि 


() 


तथा न था) 357 


| 
/ #+76 


() तथा (2) से # का विलोपन करने पर 


(2) 


. का 58९ 


कह ध्था 35 


त्रिकोणमिति (सतत्त्‌) 5 


76 (था 357 
शा 58? - 8॥ 357 


76320.7002 
].5600-6-7065 


353,252 
0.8998 


5 59 मी (लगभग) 





और # ८०८ धा 58% - 59 (.6) - 94.4 मी (लगभग) 
. इसलिए मीनार की ऊचाई 94.4 मीटर तथा & की मीनार के पाद से दूरी 59 मीटर है। 


उदाहरण 20 एक पेड़ एक पहाड़ी पर उर्ध्वाधरतः खड़ा है। पहाड़ी क्षैतिज रेखा से 22" के कोण 
पर झुकी हुई है। पेड़ के पाद से 35 मीटर पहाड़ी के ढाल के अनुदिश नीचे की ओर स्थित बिंदु 
से पेड़ के शिखर का उन्‍नयन कोण 45०" है। वृक्ष की उँचाई ज्ञात कीजिए। 


हल मान लिजिए कि वृक्ष 80 द्वारा निरूपित है। पहाड़ी के ढ़ाल के अनुदिश पेड़ के पाद से 
35 मीटर सीधे नीचे की ओर स्थित बिन्दु ७, तथा वृक्ष की ऊचाई ८ मीटर है (आकृति 4.0) | 


। 
2 । 
22: है 


छः 
आकृति 44.0 


त्रिभुज ७38८ से हम प्राप्त करते हैं. 
< 830 - 457 - 22? 5 23% 
“4880! 5 90? + 220 > [20 
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<4(७3 < ]807 - (27 + 237) < 457 
तथा ८>३5मी 
साइन सूत्र के प्रयोग से 
36 ॥' 
27 23"  श॥ 457 

358॥॥ 23? 

छ्ख्डालोस्चच 

80 457 
अतः पेड़ की ऊँचाई 9.4 मी है। 


या - 35 ५८ 0.39] »:.4]4 - 9.4 मी 


उदाहरण 2] दो जहाज एक बन्दरगाह से साथ-साथ रवाना होते हैं| एक 24 किमी प्रति घंटा 
की चाल से उ. 38" पू. दिशा में, तथा दूसरा 32 किमी प्रति घंटा की चाल से द. 52" पू. दिशा 
में जाते हैं। 3 घंटे पश्चात जहाजों के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए। 


हल आकृति 4.] में हम देखते हैं कि ७08 < 90९ 





आकृति 4. 


अब 88% - (042 + 082 - 722 + 962 - 4400 
इसलिए ७8 - 20. 
अतः जहाजों के बीच की दूरी 20 किमी है। 


॥ 


श्ने 
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प्रश्नावली 4.4 

एक हवाई जहाज एक पुल के एक सिरे के ठीक ऊपर 500 मी. की ऊँचाई पर है | हवाई जहाज 
से पुल के दूसरे सिरे का उन्‍नयन कोण 56०40” है| पुल की लम्बाई ज्ञात कीजिए। 

एक पानी के जहाज से पहाड़ी की चोटी पर स्थित बिन्दु & का उन्‍नयन कोण 9०" है। चोटी के 
पाद की ओर 800 मीटर सीधे चलने के पश्चात बिन्दू & का उन्‍नयन कोण 44" हो जाता है। चोटी 
की ऊँचाई ज्ञात कीजिए | 

50 मीटर चौड़े राज़मार्ग के दोनों किनारों पर समान ऊँचाई के दीप स्तम्भ ऊर्ध्वधर खड़े हैं। 
दीप-स्तम्भों के मध्य राजमार्ग के बिन्दु पर दीप-स्तम्भों के शिखरों के उन्‍नयन कोण 60" तथा 
30 हैं| प्रत्येक दीप-स्तम्म की ऊँचाई तथा प्रेक्षण बिन्दु की स्थिति ज्ञात कीजिए। 

ऊर्ध्व दीप गृह के शिखर पर स्थित एक व्यक्ति देखता है कि सीधे उसकी ओर एक नाव आ रही 


है। यदि उसके अवनमन कोण को 30" से 60? तंक परिवर्तन होनें में (0 मिनट का समय लगता 
हो तो ज्ञात कीजिए कि कितने समय पश्चात वह दीप गृह तक आ जायेगा। 


एक ऊर्ध्व मीनार क्षेत्तिज समतल पर खड़ी है तथा उसके शिखर पर #मीटर ऊँचा ध्वज ऊर्ध्वाधर 
स्थित में है। क्षितिज समतल पर स्थित एक बिन्दु से ध्वज के पाद और शिखर के उन्‍नयन कोण 


क्रमशः ० तथा ह हैं। सिद्ध कीजिए कि मीनार की ऊँचाई कर है। 


भा 3- (॥॥ 0 


यदि एक ऊर्ध्व मीनार के जड़ से तथा ४ दूरियों (४० ४) पर एक सरल रेखा पर स्थित दो बिन्दुओं 
से मीनार के शिखर के उन्‍नयन कोण परस्पर कोटि पूरक हैं तो सिद्ध कीजिए कि मीनार की 
ऊँचाई (७४) है। पुनः: यदि उन बिन्दुओं को मिलाने वाली रेखा मीनार के शिखर पर कोंण 6 


४9 
अन्तरित करती हो तो आ॥ 9 5 -“-+ है| 
ध+9 


»« दो नावें एक ही स्थान से एक साथ रवाना होती हैं। एक ऊ. 50" पू. दिशा में 56 किमी तथा दूसरी 


द. 80" पू, दिशा में 48 किमी जाती है। नावों की नवीन स्थितियों के मध्य दूरी ज्ञात कीजिए। 


एक पहाड़ी की ढ़ाल पर स्थित 5 मीटर ऊँचा ऊर्ध्व स्तम्भ पहाड़ी की ढ़ाल के अनुविश 7 मीटर 
लम्बी परछाई बनाता है। परछाई के अन्तिम सिरे पर स्तम्भ द्वारा अन्तरित कोण 35" है| सूर्य का 
उनन्‍नयनकोण त्ञथा क्षितिज से पहाड़ी के ढ़ाल द्वारा बनाया गया कोण ज्ञात कीजिए | 


दो वृक्ष # तथा 8 एक नदी के एक ही किनारे पर स्थित हैं। नदी में स्थित एक बिन्दु 0 से वृक्षों 
#& तथा 8 की दूरियाँ क्रमशः: 250 मीटर तथा 300 मीटर हैं| यदि कोण (! का माप 45" हो तो 
वृक्षों के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए (४2 <.44 का प्रयोग करें) । 


एक समान्तर चर्तुभुज की बड़ी भुजा 0 सेमी तथा छोटी भुजा 6 सेमी. माप की है। यदि बड़ा 
विकर्ण बड़ा भुजा के साथ 30% का कोण बनाता हो तो बड़े विकर्ण की माप ज्ञात कीजिए | 
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5 
. एक मीनार का बिन्दु & पर उन्नयन कोण |क्ाए पद है। मीनार के जड़ की ओर 240 मीटर चलने 


के पश्चात मीनार का उन्नयन कोंण छा! प्र हो जाता है| मीनार की ऊँचाई ज्ञात कीजिए। 


विविध उदाहरण 
उदाहरण 22 समीकरण 279॥9-00 90 +]-0 को हल कीजिए | 
हल दिए गए समीकरण को हम निम्न प्रकार लिख सकते हैं। 


] 
2(] 80 ----->- +  # 0, या 2 का? 6 +0॥ 0 - ] 5८ 0, 
(80 


या (9॥ 0 + ) (2॥ 0- ) 5 0. 


इसलिए 00<--! या।श्षा 8 ८ कु 


3 ] 
अर्थात 0॥ 0 5 ध। यू या शा 0 < क्षा (शा द् ) 
3 | पूर्णाक है 
जप या 6 > का + शा उ, 7४ ४ पूर्णाक हैं 


उदाहरण 23 किसी त्रिभुज »80 में, सिद्ध कीजिए कि 


अतः 9ल्‍"7प८0+ 

















+ ॥;£] नै ९! 7. & 
(9+ ८) ०05 ठ हु रद 005 रे 
हल हम जानते हैं कि 
हब 8 आल 5 न 
40 . छहाडफऊि  8॥0 ! 
है 4+# आं॥ / के 8 9 £] 3३ पथ ८9॥ (! 
इसलिए. 27% _ “७7 मे +भ7 ९) 
ध प्शा 
2 ० अ ०05 सा 
कस 2077-02 
2 8॥॥ थी 005 गत 
2 2 


8-९0 
5५ 2 

.. 2. 3+( 4 

ह। 2,002 अजसर273/ीदअ0$4%40 जि ड अ 

शा (्ठ ठ ) ०009 ठ 





के 2शा 5) 008 


त्रिकोणमिति (सतत्‌) 55 





008 बल हक 
पे 2 2 
व कह 
2 2 


3-९ 


९05 








अतः (9+८) ०08 8 न 6 005 





उदाहरण 24 किसी त्रिभुज ७80 में सिद्ध कीजिए कि 
8008 0+ 9 005 3 + ८ 008 (४752 ६ शा। 3 शा] (., 


हल साइन सूत्र द्वारा 


का 5०0" ० 6 लक 
बराक गाउठि हरा७० 
या 4</ शा7 0, 2८5८ 87 3, ८ ८६ ॥॥ (. 


इसलिए. 8008 0 + 9 ०05 8 + ८ ०08 (0! 


ने गग 6 008 0 + शा ठ ०८08 8 +£ 9॥ (! ०08 ९ 


[280 2 208 0 + 2 था 8 008 8 + 2 था (! 205 ((] 


[भा 20+आ28+आ020] 


[28॥ (8 + 5) 205 (५-8)+ श 2 ( | 


४] २० |7७+ (3|2७ [| स्ण 


[2 शा (.- ()) ०08 (&- 8) + 87 2 (: ] 


ञ् [2 8 (: 008 ( ७-9) + 2 शा (: ०08 (| 


६ शी (? [0058 ( 8 - 8) + ००४ (77 - (७+98) )] 
६ शा ( [0058 (5 - 35) - ०08 (50+8)] 

६ शा (: [- 2 आ! ४ श! (-8)] | 
2#घ0ा 6 भा पे थी] (० 

न 2रेद्रग्माडियशा (क्योंकि धशा 0 ८ ८ ) 

इस प्रकार परिणाम सिद्ध हो गया। 


56 गणित 


उदाहरण 25 किसी त्रिमुज ७8८ में सिद्ध कीजिए कि 


०0०50 , ००४8 | ८०४९८ _ 67+9/+ ८7 


2 9 ह्ः 29८ 
हल ज्ञात है कि 
९08. ०९08 8 ०08 (' 
द्र 9 ८ 


_ 9ै+८-द् ट+द-+* हि का कह 
._ 2६0८ 2609८ 2492 
क्ष्ँ 5 न 6 

2६49८ 
इस प्रकार परिणाम सिद्ध हो गया। 


उदाहरण 26 यदि (क्वा। %+ (8० 9+ था 2८7० सिद्ध कीजिए कि &+ #+ ४८ ७४८. 
हल माना & - (शा 2, 3 ७ शा 9, (! - हा) 2. 


तब नशा 3, > तथा 53, 2 ७ शा (९, 
परन्तु शत | + था 9 + कक्षा 2570 या 8 +3+ (१ 57; 


| इससे प्राप्त होता है कि (थ (७0 + 3 ) ८७ का (77 - 0), 


80 + का 3 _ 


हक ]- व 3 0 3. 


+धा) (: 


इसलिए... वा 0 +धा 3 + शा (! - वा 6 था ठे [80 


अतः क 9क+ 2 +>5५८- 


अध्याय 4 पर विविध प्रश्नावली 
निम्नलिखित त्रिकोणमितीय समीकरणों को हल कीजिए। 
4. शा झ क्री ४- | ># शा | - शो। 5. 
2, 40९05 2 - 3 58९ ४ ८ 7 >. 
उे 


ए०७.>% + 9] ४ 5 2. 00560 5. 


री 


शि2+ खा 2:+ 3 शाडंधा 25.3. 
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त्रिभुज 80 में सिद्ध कीजिए किः ु । 
5. (72-८2) 00 ७ + (८१ - 42) ८0 8 + (८? - ४?) ८0 (0४ - 0. 


6. (शा उडि-जआ (0 + 9 (श॥ (४ - जञञा ७) + ८ (झी] ७ - आ। 3) 5 0. 


8॥ 2 0 + 





१6 





श॥ 2 8 + 





० आ20-0, 
८ 
ह$, (2+ ८) ०08 ७0 + (2 + 6) ०05 83 + (७+ 9) ०08 (! > ध+ 0 + ८. 


ै. ( 
9. (ध+9+ ८) (थ्वा-द्रः + कादर )52600 ठ 


(+9+८)* ०्ण्पर + ण्ण्ज न व्प्प् 
 42+ 92+ ८* +3 फ्रःणफे+प्फटे' 
74, यदि ८087 %+ ०0४7 9 + ०057 25१0, तो दिखाइए कि & + 92 + 22+ 2 +9८2< [. 


निम्नलिखित सिद्ध कीजिए: 


[| 
2. धवा अं २ 005 


]++> 
] 2| 4 
रे 4600 87 न 
[3, [था था श्षिा जप (/:॥ का वर 
]4. यदि ८087 हे + 0097 हर -0,तो सिद्ध कीजिए कि 
>> 663 + +> न अंतर ० 
व... बे कि + 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


ऐसा विश्वास किया जाता है कि त्रिकोणमित्ति का अध्ययन सर्वप्रथम भारत में आरम्भ हुआ 
था। आर्यमट्ट (476 ई.), भास्कर प्रथम (600 ई.) मास्कर द्वितीय ([4 ई.), ब्रह्मगुप्त (598 ई.) 
जैसे अनेक प्राचीन भारतीय गणित्ज्ञों ने प्रमुख परिणामों को प्राप्त किया था| यह सम्पूर्ण 
ज्ञान भारत से मध्यपूर्व और पुनः वहाँ से यूरोप गया। यूनानियों ने भी त्रिकोणमिति का 
अध्ययन आरम्भ किया परन्तु उनकी कार्य विधि इतनी अनुपयुक्त थी, कि. भारतीय विधि 
के ज्ञात हो जाने पर यह सम्पूर्ण विश्व द्वारा अपनायी गई। 


भारत में आधुनिक त्रिकोणमितीय फलन जैसे किसी कोण की ज्या और ज्या फलन के 


परिचय का पूर्व विवरण सिद्धान्त (संस्कृत भाषा में लिखा गया ज्योतिषीय कार्य) में दिया 
गया है जिसका योगदान गणित के इतिहास में प्रमुख है। 


58 


गणित 


भास्कर प्रथम (600 ई.) ने 90" से अधिक, कोणों के साइन के मान के लिए सूत्र दिया था। 
सोलहदीं शताब्दी का मलयालम भाषा में कार्य युक्ति भाषां में ४0 (& + 8) के प्रसार की 
एक उपपत्ति है| ॥8%, 36", 54", 72", आदि के साइन तथा कोसाइन के विशुद्ध मान 
भास्कर द्वितीय द्वारा दिए गए हैं। 


शा! £ , ०0४7 £ आदि को चाप साइन >, चाप कोसाइन > आदि के स्थान पर प्रयोग 
करने का सुझाव ज्योतिष विद सर जान एफ. डब्ल्यू (83 ई.) द्वारा विए गए थे। ऊँचाई 
और दूरी सम्बन्धी प्रश्नों के साथ थेल्स (600 ई. पूर्व) का नाम अपरिहार्य रूप से जुड़ा हुआ 
है। उन्हें मिश्र के महान पि्रामिड की ऊँचाई के मापन का श्रेय प्राप्त है। इसके लिए 
उन्होंने एक ज्ञात ऊँचाई के सहायक दण्ड तथा पिरामिड की परछाइयों को नाप कर 
उनके अनुपातों की तुलना का प्रयोग किया था। ये अनुपात हैं 

छ््ड४£ न 

द्भुतहु त्प्था (सूर्य का उन्‍नतांश) 
थेल्स को समुद्री जहाज की दूरी की गणना करने का भी श्रेय दिया जाता है। इसके लिए 
उन्होंने समरूप त्रिभुजों के अनुपात का प्रयोग किया था। ऊँचाई और दूरी संबधी प्रश्नों 
का हल समरूप त्रिभुजों की सहायता से प्राचीन भारतीय कार्यो उदाहरणत्तः आर्यभट्टीय में 
मिलते हैं। 





_ अध्याय |$ 


(४0 शा0७ 0४) (0/आए५४0४) 


5, भूमिका 


. आजकल बहुत सारे संगठन कम्प्यूटर का प्रयोग किसी विशेष परीक्षा के लिए विभिन्‍न प्रश्नपत्रों 
को तैयार करने के लिए कर रहे हैं | मान लीजिए प्रत्येक प्रश्नपत्र में संख्यांकित प्रश्न [, [, गा 
[५और 9 हैं तथा कम्प्यूटर में प्रश्न [ के 6 समतुल्य रूप हैं जिसका तात्पर्य है कि इनमें से कोई 
भी प्रश्न, प्रश्न [ के स्थान पर रखा जा संकता है| कम्प्यूटर में प्रश्त ॥ के 8 समतुल्य रूप, प्रश्न 
गा के 5 समतुल्य रूप, प्रश्न ॥४ के 0 समतुल्य रूप तथा प्रश्न ए के 5 समतुल्य रूप उपलब्ध 
है। दो प्रश्नपत्रों को अलग-अलग माना जायेगा यदि उनमें एक या अधिक प्रश्न भिन्न हैं। क्या 
आप इस प्रकार बने कुल प्रश्न पत्रों की संख्या का. अनुमान लगा सकते हैं? आपकों जानकर 
आश्चर्य होगा कि इस प्रकार बने कुल प्रश्नपत्रों की संख्या ।2000 होगी। उपर्युक्त समस्या का 
उत्तर प्राप्त करने के लिए ऐसी गणना की तकनीक (००॥॥॥॥९ ॥००॥पृ००) का प्रयोग किया गया 
है जिसका अध्ययन वृहद्‌ शीर्षक, संचय विन्यास का गणित (७०ाणा॥्ष०४8॥०7929) या 
संचय विन्यासिका (७०॥०ं॥५४०१०४) के अन्तर्गत होता है | अनेक गणित्तीय, भौतिकीय, जीव-विज्ञान 
सम्बन्धी अन्यान्य प्रश्न प्रत्यक्ष या अप्रत्यक्ष रूप में गणना से सम्बन्धित हैं| 

क्रमचय और संचय के इस अध्याय में हम मौलिक गणना की तकनीकों का अध्ययन करेंगे 
जो वस्तुओं को व्यवस्थित करने या वस्तुओं के चयन करने की विभिन्‍न विधियों को ज्ञात करने 
में उपयोगी और लाभप्रद होती हैं। इस दिशा में प्रथम कदम के रूप में हम एक सिद्धान्त की 
जांच करेंगे, जो इन प्रकरणों के अध्ययन में मौलिक रूप से उपयोगी है| 


5.2 गणना का मौलिक सिद्धान्त (एजातश्राशांशे एव5096 ण॑ ९०एा!ंह ) 


आइए हम पहले निम्नांकित उदाहरणों पर विचार करें 


उदाहरण | राम को कस्बे में अपने मित्र अली के यहाँ जाना है। कस्बा राम के गाँव से तीन 
विभिन्‍न मार्गों से जुड़ा हुआ है। वह वहाँ से शहर अपने चाचा के यहाँ जायेगा। शहर कस्बे से 
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दो विभिन्‍न मार्गों से जुड़ा हुआ है। उन सभी सम्भव मार्गों की सूची बनाइए, जिनको राम अपने 
गाँव से शहर जाने के लिए चुन सकता है। 


हल मान लीजिए गाँव से कस्बे जाने के लिए तीन विभिन्‍न रास्तों को 7९, ९, ,7९, से अंकित 
किया गया है| कस्बा जाने के लिए राम किसी भी रास्ते ए,,२, या२, का प्रयोग कर सकता है | 
इस प्रकार राम को करबा जाने के लिए मार्गों के तीन विकल्प हैं। तब इनमें से प्रत्येक मार्ग 
के लिए, वह कस्बे से शहर दो विभिन्‍न मार्गों #; या +; किसी से जा सकता है। राम के शहर जाने 
के सभी सम्भव मार्गों के विकल्प आकृति 5, में प्रदर्शित किये गए हैं। 


आकृति 5. में 7९ (/,, मार्ग 7२, तथा उसके पश्चात मार्ग», को व्यक्त करता है, २, #;, मार्ग 


7, तथा उसके पश्चात मार्ग #, को व्यक्त करता है, आदि | स्पष्टतया, ये 6विकल्प हैं जो सभी 
भिन्न-भिन्न हैं| 


सम्भावित 
विकल्प 


८ 2: 


राम का शहर हा 
गाव नि ॥॥ 
3 विकल्‍प 2 विकल्प 37४ 

, योग 5 6 (53 % 2) 


आकृति 5. 


उदाहरण 2 मान लीजिए ०, 2, ८ तीन कार्य हैं तथा 6, 3 और 0 तीन व्यक्ति हैं। व्यक्तियों को 


कार्य सौंपने के सभी सम्भव क्रमों की संख्या ज्ञात कीजिए जिससे प्रत्येक व्यक्ति को केवल एक 
कार्य दिया जा सके। 


हल आइये व्यक्ति # से प्रारम्भ करें। & को कोई भी कार्य 4, 9 या “दिया जा सकता है| & 
को देने के पश्चात 8 और 0 को शेष दो कायों पर नियुक्त करने के ढंग निम्न वृक्षारेख में 
प्रदर्शित किये गए हैं (आकृति 5.2, पृष्ठ 52) | 


. वृक्ष की पहली शाखा यह प्रदर्शित: करती है कि & को त्तीन कायों (७, /, ८) में से कोई भी 
एक दिया जा सकता है| इनमें से प्रत्येक के संगत छ को शेष दो कायों में से कोई एक दिया 
'जा सकता है, जो वृक्ष की दूसरी शाखा से दिखाये गये हैं| इन दो कायों में से प्रत्येके के संगत 
के अन्त में केवल एक कार्य बचता है (जो कि वृक्ष की तीसरी शाखा से दिखाया गया है) जिसे 


(0 को दिया जा सकता है। तीनों व्यक्तियों, », 8 और 0 को त्तीन कार्य 6, ० और ८ उपर्युक्त छ 
तरीकों से दिए जा सकते हैं। 
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आकृति 45.2 


उदाहरण 3 एक सिक्‍के को दो बार उछाला जाता है और परिणामों को लिख लिया जाता है | 
सम्भावित परिणामों की संख्या ज्ञात कीजिए | 


हल हम चित (प्ल&80) प्राप्त करने के फल को प्नसे तथा पट (था) प्राप्त करने के फल को 
'से व्यक्त करेंगे | सम्भावित फलों की संख्या ज्ञात करने के लिए हम निम्नांकित वृक्षारेख बनाते 
हैं। 

प्रथम द्वितीय सम्भावित 

उछाल उछाल परिणाम 


सल्च्चछछस स्ल 


[2 :-्ऊँ: पा 
स्नकजजओरे छत 
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है तलाक सी 
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आकृत्ति 5.3 
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इस आकृति में शाखाओं का प्रथम समूह दर्शाता है कि प्रथम उछाल में सिक्का गिरकर दो 
प्रकार के परिणाम (प्रया!) दे सकता है। शाखाओं का द्वितीय समूह दर्शाता है कि दूसरे 
उछाल में सिक्का किस-किस प्रकार का फल दे सकता है (प्रथम उछाल के प्रत्येक सम्भावना 
के संगत)। बाएं से दाएं प्रत्येक मार्ग के अनुरेखण से हम प्राप्त कर सकते हैं कि सभी सम्भावित 
परिणाम प्राप्त, प्रा, पप्त और प"' है। इस प्रकार चार सम्भावित परिणाम हैं। 
टिप्पणी प्ला'वह फल है जो दर्शाता है कि प्रथम उछाल में चित तथा दूसरे उछाल में पट मिला, 


जबकि प्त वह फल है, जिसमें प्रथण उछाल से पट तथा दूसरे उछाल से चित मिलता है। 
स्पष्टत: ये दो विभिन्‍न परिणाम या व्यवस्थाएं हैं। 


उदाहरण 4 तीन कार्डों पर संख्याएं ।,2 और 3 अंकित हैं। दो अंक की कितनी संख्याएं इन 
कार्डों को आस पास (एक पंक्ति में) रखने से बन सकती है। 
हल हम तीनों कार्डों में से किसी एक को लेकर उसे दहाई के स्थान का अंक निरूपित करने 
के लिए नीचे रखते हैं| तब इस प्रकार रखे गए कार्ड के दाहिने हम बचे कार्डों में किसी एक 
को इकाई के स्थान का अंक निरूपित करने के लिए रख सकते हैं। आइए अब हम देखते हैं 
कि इसे वृक्षारेख द्वारा कैसे निरूपित करते हैं। 

दहाई-अंक संख्याएँ 
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आकृति 5.4 


इस आकृति में शाखाओं का प्रथम समूह दर्शाता है कि दहाई के स्थान के अंक के लिए 
तीन सम्भावित विकल्प है| शाखाओं का ट्वितीय समूह संकेत करता है, कि प्रत्येक प्रथम विकल्प 
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के संगत इकाई स्थान के अंक के लिए दो सम्भावित विकल्प हैं। इस प्रकार आस पास रखे 
गए दो कार्डों द्वारा निरूपित दो अंकीय संख्याएं 2, 3, 2], 23, 3, 32, अर्थात कुल छः संख्याएं 
हैं। 

। से 4 तक के उपर्युक्त उदाहरण एक व्यापक सिद्धान्त, जिसे गणना का मौलिक सिद्धान्त 
(छ्ाठंशाशांब शिाएटा)]8 ए (०एापएह) कहते हैं, के उपयोग की व्याख्या करते. हैं। सिद्धान्त 
के अनुसार 


यदि एक घटना # विभिन्‍न प्रकारों से घटित हो सकती है जिसके पश्चात दूसरी 
घटना # विभिन्‍न प्रकारों से घटित हो सकती है, जिसके पश्चात अन्य घटना + विभिन्‍न 
प्रकारों से घटित हो सकती है, इत्यादि, तो सभी घटनाओं के घटने की विभिन्‍न प्रकारों 
की संख्या, दिए क्रम में, #>(#४ >८7>< ... है | 


इस सिद्धान्त को गुणन सिद्धान्त भी कहते हैं। 


उदाहरण । में राम के गाँव से अली के कस्बे तक जाने के 3 मार्ग हैं, और कस्बे से शहर 
जाने के 2 मार्ग हैं। मौलिक गणन सिद्धान्त का प्रयोग करने पर निर्दिष्ट क्रम में कुल प्रकारों की 
संख्या 3» 2 अर्थात 6 है। 


उदाहरण 2 में &, 8, (: तीन व्यक्तियों को त्तीन कार्यों -6, 9, ८ पर नियुक्तियों के कुल प्रकारों 
की संख्या 3५ 2 » | अर्थात 6है। 


उदाहरण 3 में सिक्‍के के प्रथम उछाल में या तो चित या पट प्राप्त हो सकता है। दूसरे 
शब्दों में प्रथम उछाल के परिणामों की संख्या दो है। प्रथम उछाल के प्रत्येक परिणाम के संगत 
दूसरे उछाल के सम्भावित परिणामों की संख्या 2 है। अतः विभिन्‍न परिणामों की कुल संख्या 
2»2 अर्थात 4 है। 


उदाहरण 4 में हमें दो कार्डों को दो अंक की संख्या बनाने के लिए आस पास रखना पड़ता 
है| स्पष्टतः इस स्थिति में अंकों की पुनरावृति नहीं हो सकती हैं (क्यों?)। दहाई के स्थान पर 
इन तीन कार्ड में से कोई कार्ड रखा जा सकता है। अतः दहाई स्थान के अंक के लिए तीन 
विकल्प हैं। दहाई के स्थान के ऐसे प्रत्येक विकल्प के संगत इकाई स्थान के लिए अब दो 
विकल्प हैं, क्योंकि दो बचे कार्डों में से कोई एक इकाई के स्थान पर रखा जा सकता है। अतः 
दो अंक की बनी कुल संख्याओं की संख्या 3» 2 अर्थात 6 है | हम इस प्रश्न को पहले इकाई 
स्थान को भरकर भी कर सकते हैं, जिसके कुल 3 प्रकार है| इसके पश्चात दहाई के स्थान को 
दो विभिन्‍न प्रकार से भर सकते हैं। इस स्थिति में भी दो अंक की बनी कुल संख्या 6 होगी। 


अब हम गणना के मौलिक सिद्धान्त के प्रयोग की व्याख्या के लिए कुछ और उदाहरणों पर 
विचार करते हैं| मान लीजिए कि हम अनुभाग 5. में वर्णित प्रश्नपत्रों के निर्माण संबंधी समस्या 
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पर वापस आते हैं। हम इसे गणना के मौलिक सिद्धान्त का प्रयोग करके निम्नांकित प्रकार से 
हल करते हैं। 


प्रश्न [के चयन के लिए : 6 प्रकार (प्रथम घटना) 
प्रश्न [ के चयन के लिए : 8 प्रकार (द्वितीय घटना) 
प्रश्न] के चयन के लिए : 5 प्रकार (तृतीय घटना) 
प्रश्न /ए के चयन के लिए ;  0 प्रकार (चतुर्थ घटना) 
प्रश्न ४ के चयन के लिए ; 5 प्रकार (पंचम घटना) 


इस प्रकार कम्प्यूटर 6,०88» 5 ५» 0 ५ 5 अर्थात 2000 परीक्षा पत्र बना सकता है। 


उदाहरण 5 एक कक्षा में 30 लड़के और 8 लड़कियां हैं। एक प्रश्नोत्तर प्रतियोगिता के लिए 
अध्यापक महोदय एक लड़का और एक लड़की का चयन करना चाहते हैं। कितनी विधियों से 
अध्यापक महोदय इस चयन को कर सकते हैं ? 


हल यहाँ अध्यापक महोदय को दो संक्रियाएं करना है। 
0) 30 लड़कों में से । लड़के का चयन करना। 
(४) 8 लड़कियों में से | लड़की का चयन करना | 


संक्रिया 0) अर्थात एक लड़के का चयन 30 प्रकारों से किया जा सकता है, क्योंकि 30 लड़कों 
में से कोई एक चुना जा सकता है, और (॥) अर्थात एक लड़की का चयन ॥8 प्रकारों से हो 
सकता है। अत: गणना के मौलिक सिद्धान्त द्वारा अभीष्ट विधियों की संख्या 30 ५८ 8 अर्थात 540 
है। 
उदाहरण 6 अंग्रेजी वर्णमाला के प्रथम दस अक्षरों से कितने 3-अक्षर के कोड शब्द संभव हैं, 
यदि 

(0) अक्षरों की पुनरावृति न हो? 

(9) अक्षरों की पुनरावृति हो? 
हल () अक्षर की पुनरावृत्ति नहीं हो सकती है। - 
इस स्थिति में कोड के प्रथम अक्षर के चयन की 0 विधियाँ हैं, द्वितीय के लिए 9 तथा तृतीय 


के लिए 8 विधियाँ हैं। गणना के मौलिक सिद्धान्त के प्रयोग द्वारा कुल 0 » 9 » 8, अर्थात्त 720, 
3-अक्षर के कोड शब्द बनते हैं। 
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() कअ्षक्षरों की पुनरावृति होती है। 


इस स्थिति में कोड के प्रथम अक्षर के चयन की 0 विधियाँ हैं, और उतने ही विधियां द्वितीय और 
तृतीय अक्षर के चयन की हैं, क्योंकि अक्षरों की पुनरावृति हो सकती है। अतः गणन के मौलिक 
सिद्धान्त के प्रयोग से कुल 0 & ।0 » 0 अर्थात 000, ३-अक्षर के कोड शब्द बनते हैं। 


' उदाहरण 7 अंकों , 2, 3, 4 और 5 से कितनी दो-अंकीय सम संख्याएं बन सकती हैं, यदि अंकों 
की पुनराबृति हो सकती है? 


हल एक संख्या को सम होने के लिए इस स्थिति में इकाई-स्थान के अंक 2 अथवा 4 होंगे। 


अतः: हमारे पास इकाई-स्थान के लिए 2 विकल्प हैं| इकाई-स्थान के प्रत्येक विकल्प के संगत 
वहाई-स्थान के लिए दिए 5 अंकों में से कोई भी अंक लिया जा सकता है अर्थात प्रत्येक 
इकाई-स्थान के विकल्‍प के संगत दहाई-स्थान के लिए 5 विकल्प होंगे क्‍योंकि अंकों की 
पुनरावृति ही सकती है। अत: दो अंक की सम संख्याओं की कुल संख्या 2» 5 अर्थात 0 है। 


उदाहरण 8 5 व्यक्ति कितने प्रकार से एक कार में बैठ सकते हैं जबकि चालक समेत दो 
व्यक्ति सामने की सीट पर तथा तीन व्यक्ति पिछली सीट पर बैठते हैं, तथा पाँच व्यक्तियों में 
से दो व्यक्ति चालक की सीट पर नहीं बैठना चाहते हैं? 


हल मान लीजिए कि 5 सींटें अक्षरों &, 8, 0, 70, 5 द्वारा निदेशित है, जिसमें ७ चालक की सीट 
है। 


(चालक-सीट) 


| हमारे पास सीट & के लिए 3 विकल्प हैं, सीट 8 के लिए 4 विकल्प, सीट (0! के लिए 3 
विकल्प, सीट 0) के लिए 2 और सीट ७ के लिए विकल्प हैं। गणना के मौलिक सिद्धान्त के 
प्रयोग से बैठक व्यवस्था की कुल संख्या 3५ 43 ५ 2» | अर्थात 72 है | 


उदाहरण 9 यदि पाँच विभिन्‍न झण्डे उपलब्ध हैं तो उन विभिन्‍न संकेतों (४8795) की कुल 
संख्या ज्ञात कीजिए जिन्हें कम से कम दो इझनन्‍्डों द्वारा एक ऊर्ध्व दण्ड पर क्रम से एक दूसरे 
के नीचे रखकर बनाया जा सकता है। 


हल एक संकेत दो, त्तीन, चार या पाँच झण्डों का प्रयोग करके बनाया जा सकता है (क्यों?) । 
सर्वप्रथम विभिन्‍न दो झण्डों वाले संकेतों के विभिन्‍न प्रकारों पर विचार करते हैं। स्पष्टतः गणना 
के मौलिक सिद्धान्त के अनुसार दिए गए 5 झण्डों से विभिन्‍न क्रमों में दो झण्डों का चयन 
5» 4 अर्थात 20 प्रकार से हो सकता हैं। 
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इसे निम्नांकित प्रकार से भी स्पष्ट किया जा सकता है| हमें दो रिक्त स्थानों को 5 झण्डों द्वारा 
भरना है। फ्रथम स्थान 5 विभिन्‍न प्रकारों से भरा जा सकता है, और इनमें से प्रत्येक प्रकार के 
संगत दूसरा स्थान 4 विभिन्‍न विधियों से भरा जा सकता है। 
| 5 | 4 
प्रथम द्वितीय 

गणना के मौलिक सिद्धान्त के अनुसार दो स्थान कुल 5५4 अर्थात 20 प्रकारों से भरे जा 
सकते हैं। इसलिए दो झण्डों से बनाए जा सकने वाले संकेतों की कुल संख्या 20 होगी | 

इसी प्रकार तीन-झण्डों वाले संकेतों की संख्या, जिन्हें 5 झण्डों में से लेकर बनाया जा 
सकता है, 5५4» 3 अर्थात 60 है; चार झण्डों वाले संकेतों की संख्या 5.५4 »3 » 2 अर्थात 20 
है और पांच झण्डों वाले संकेतों की संख्या 5५4८3 ५» 2» | अर्थात 20 है। अतः दो, तीन, चार 
या पाँच झण्डों वाले संकेतों की कुल संख्या प्रत्येक प्रकार के संकेतों की संख्याओं को जोड़ कर 
प्राप्त की जा सकती है। अत: कम से कम दो झण्डों के प्रयोग से बनाए जाने वाले विभिन्‍न 


संकेतों की संख्या 20 + 60 + 20+ 20 अर्थात 320 है, जिन्हें दिए गए पाँच झण्डों से बनाया 
'जा सकता है। 


टिप्पणी हम एक ही समय दो, तीन, चार या पाँच झण्डों वाले संकेतों को एक साथ नहीं बना 
सकते हैं। जब इस प्रकार की स्थिति होती है, तब हम घटनाओं को परस्पर अपवर्जी 
(रप्श्राड धार कहते हैं।. 

ह प्रश्नावली 5. 


]. स्थान & से स्थान 8 जाने के 5 मार्ग, और स्थान छे से स्थान 0: जाने के लिए 3 मार्ग हैं। ज्ञात 
कीजिए कि छ से होकर जाने वाले » से 0 तक जाने के लिए कुल कितने विभिन्‍न मार्ग हैं। 


2. जॉन समुद्री जहाज से विदेश जाना और हवाई जहाज से वापस लौटना चाहता है। उसके लिए 
समुद्री जहाज से जाने के 6 विभिन्‍न विकल्प और हवाई मार्ग से लौटने के 4 विकल्प है। कितने 
प्रकार से वह अपनी यात्रा पूरी कर सकता है? 


. 3. यदि स्थानों & और 8 के बीच 20 स्टीमर आवागमन करते हैं, तो कितने प्रकार से आवागमन किया 
जा सकता है, जबकि वापसी 6) उसी स्टीमर, (४) विभिन्‍न स्टीमर से की जाए? 


4. 5 नलों से 5 व्यक्ति कितने विभिन्‍न प्रकार से पानी ले सकते हैं, यदि यह मान लिया गया है कि 
कोई नल अप्रयुक्त नहीं रहेगा। 


5. 7सीटों वाली एक पंक्ति में 3 व्यक्ति कितने प्रकार से बैठ सकते हैं? 
6. एक बेंच पर 8 बच्चों को बैठाना है। 
0) कितने प्रकार से बच्चों को बैठाया जा सकता है? 
(पं) कितने विन्यास सम्भव हैं, जबकि सबसे छोटा बच्चा बेंच के बाएं किनारे पर बैठता है? 


] 


44. 
2. 


43, 


44, 


45. 
6. 
7, 


8, 


] 


््् 


2 


छल 


पट 
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अंग्रेजी वर्णमाला के प्रथम 0 अक्षरों से कितने 4-अक्षर कोड शब्द संभव हैं, यदि किसी अक्षर की 
पुनराबृति नहीं हो? ० 

एक चित्रकला गैलरी में प्रदर्शन के लिए छ: चित्रों को बाएं से दाएं एक दीवार पर व्यवस्थित किया 
जाना हो तो, कितने विन्यास संभव हो? 

0 से 9 तक के अंक, कागज के 0 टुकडों पर (प्रत्येक पर एक अंक) अंकित है। कागज के तीन 
टुकड़े लेकर उन्हें क्रम में रख दिया जाता है। कितने विभिन्‍न परिणाम संभव हैं? 

एक सामुहिक फोटोग्राफ के लिए 3 लड़के और 2 लड़कियाँ एक पंक्ति में सभी संभव प्रकार से खड़े 
किए जाते हैं। यदि प्रत्येक व्यवस्था के संगत एक चित्र हो, तो कितने चित्र खींचे जा सकते हैं? 
3 बलल्‍्बों के एक नमूने की जांच की जाती है। एक बल्ब पर यदि वह अच्छा है तो 6 और यदि वह 
दोषपूर्ण है, तो 7) लिख दिया जाता है। सभी संभावित परिणामों की संख्या ज्ञात कीजिए | [संकेत:ः 
(077, ऐसे परिणामों में से एक है। 

0से 9 तक के अंकों का प्रयोग करके कितने 5-अंकीय टेलीफोन नंबर बनाए जा सकते हैं, जबकि 
प्रत्येक नंबर 67 से प्रारम्भ होता है और टेलीफोन नम्बर में कोई अंक एक बार से अधिक नहीं आता 
है? 

अंकों , 2, 3, 4 और 5 से कितनी 3-अंकीय संख्याएं बनाई जा सकती है, यदि 06) अंकों की 
पुनरावृति करने की अनुमति हो? (४) अंकों की पुनरावृति करने की अनुमति नहीं हो? 

एक सिक्का तीन बार उछाला जाता है, और उनके परिणाम अंकित कर लिए जाते हैं। कितने 
संभावित परिणाम मिलते हैं? कितने संभावित परिणाम मिलेंगे यदि सिक्‍का क्रमशः 4 बार, 5 बार 
या # बार उछाला जाता है? 

विभिन्‍न रंगों के 4 झण्डे दिए गए हैं, कितने विभिन्‍न संकेत बनाए जा सकते हैं, यदि संकेतों में दो 
झण्डों का एक दूसरे के नीचे प्रयोग होता है? 

यदि 6 विभिन्‍न झण्डे उपलब्ध कराए गए हैं तो विभिन्‍न संकेतों की संख्या ज्ञात कीजिए जो कम 
से कम तीन झण्डों को एक उर्ध्वाधर स्तम्म पर विभिन्‍न क्रमों में लगाने से बनाए जा सकते हैं। 
अंकों ,2,3,9 से कितनी संख्याएं बनायी जा सकती है, यदि अंकों की पुनरावृति नहीं हो सकती 
है? 

करतार सिनेमा जाता है। सिनेमा हाल में प्रवेश करने के दो और बाहर जाने के तीन मार्ग हैं| 
कितने प्रकार से करतार हॉल में जाकर बाहर आ सकता है? 


, एक परीक्षा में 4 बहु-विकल्पीय प्रश्न हैं। उत्तरों के कितने अनुक्रम संभव है, यदि प्रत्येक प्रश्न के 


दो विकल्प हैं? 


एक कक्षा में 40 बालिकाएं और 60 बालक हैं) कितनी विधियों से एक अध्यक्ष, उपाध्यक्ष, 
कोषाधिकारी और सचिव का चयन किया जा सकता है, यदि कोषाधिकारी एक बालिका और सचिव 
एक बालक ही हो सकता है, और एक विद्यार्थी एक से अधिक पद पर नहीं रह सकता है? 
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: ]5,3 क्रमगुणित संकेतन 
क्रमचय और संचर्य की संकल्पनाओं से परिचित होने के पूर्व आइए हम एक उपयोगी तथा 
महत्वपूर्ण संकेतन सीख लें जो प्रथम # प्राकृत संख्याओं के गुणनफल को व्यक्त करने की एक 
सुविधाजनक विधि है। इस संकेतन में हम वांछित गुणनफल दर्शाने के लिए सबसे बड़ी प्राकृत 
संख्या के बाद चिन्ह (!) लगा देते हैं। इस प्रकार 

3! < 322%॥] 

5] < 5.4%3:22/0] 5 20 

6! ८5 65%45)24%८3:22%<] ८ 720. 


इन गुणनफलों में से प्रत्येक को क्रमगुणित (8७०४) कहते हैं। 3) को हम तीन 
क्रमगुणित 5! को पाँच क्रमगुणित इत्यादि पढ़ते हैं। 


हम #! को निम्न रूप में परिभाषित करते हैं, 
#! ८ ॥(7-) (8-2) .... (3) (2) (), 


और #! को # क्रमगुणित # [80070) पढ़ते हैं, जहाँ # एक प्राकृत संख्या है। कुछ लेखक इसके 
लिए % संकेतन का प्रयोग करते हैं, इसे क्रमगुणित # (#8०८०॥! ४) पढ़ा जाता है। 


हम देखते हैं कि 
!!>[ 
हम यह भी देखते हैं कि 
8! 5 # (४ - )! 
साथ ही. #[5#(0- ])0-2)! 
और ह| + हा - )0-2) - 3)! 5 #(४-) (0-2) (७-3) (७-4)! इत्यादि | 
यहाँ हम मान लेते हैं कि उपर्युक्त संबन्ध सत्य हैं जहाँ कहीं प्रयुक्त क्रमगुणित परिभाषित हैं। 
आगे आने वाले परिणामों में प्रयोग करने के लिए हम परिभाषित करते हैं, कि 
0!- 


6! 
उदाहरण 0 ज्ञ शत कीजिए । 


हल हम जानते हैं कि 


0! 6<5/42८3229] _ 6 
5[. 5>4>3>2तऋा 
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परिकलिये कीजिए 52! 
उदाहरण त परिकलित कीजिए छक्का 


हल हम जानते हैं कि 


0. 


52! ._ 52.5.50.49.48.(47!) 
काला * तकतोजाठफठप्त 5 २598960 


प्रश्नावली 5.2 
मान ज्ञात कीजिए 
6) 4! (0) 6! (60) 7! 69४) 8! - 
(५) 6!-5! (एां) 2226! - 32८5! (जा) 3>4]+7><4! 


परिकलित कीजिए 2! + 3!. क्या 2! + 3) - 5! है? 
परिकलित कीजिए : (4!) (2!). क्या (4!) (2!) - 8! है? 


परिकलित कीजिए : श्र क्‍या ् +2| है? 
परिकलित कीजिए : य्वल0-ाक्ला 
निकाल: 6! 7! 
मान निकालिए : (0) उ््र्त () व्रप्रञ 
यदि अत /5 के मान ज्ञात कीजिए 
(४-+)!, का मान निकालिए : जब 


() ४८6, #+ ८2. () #४<9,#+८ 5. ल्‍ 
45] 


(6) #॥5<८ 0, #+- 4. (0) # ८ 2, 753 


(॥) # 5 [. (५) 752 (५) #53. 
॥! 

४४ -/)! 

(0) #506, 752 () #८57, 754 (7) # ८ 5, # ८ 2. 


का मान निकालिए : जब 


45.4 क्रमचय 


आइए हम उदाहरण 2 पर पुनः विचार करें | हम देख चुके हैं कि अक्षरों 6, ७, ८, के विभिन्‍न 
विन्यास 4७८, ४209, ४०८2, 926, ८००, ८४० हैं । ध्यान देने योग्य विशिष्ट बात वह क्रम है, जिसमें 
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तीनों अक्षर व्यवस्थित हैं। यहाँ ७४८ का अर्थ है कि कार्य व्यक्ति & को दिया गया, कार्य & 
व्यक्ति 8 तथा कार्य “व्यक्ति 0 को दिया गया हैं, जबकि ८८४ का अर्थ है कि कार्य 6व्यक्ति & - 
को, कार्य ० व्यक्ति छ को और कार्य 9 व्यक्ति 0: को दिया गया है इत्यादि | उदाहरण 3 में परिणाम 
गुप्त परिणाम ध्रप' से भिन्‍न है (क्यों?) | प्त और ' के घटित होने के क्रम को ध्यान में रखना 
चाहिए। इसी प्रकार उदाहरण 4 में परिणाम 2 के यदि घटित होने के क्रमों को परस्पर परिवर्तित 
कर दें तो हम 2। पाते हैं, जो 2 से भिन्न है। स्थितियां, जिनमें घटनाओं के घटित होने के क्रम 
का विशिष्ट महत्व है, क्रमचयों की संकल्पना का बोध कराती हैं। 


क्रमचय सुनिश्चित क्रम में एक विन्यास है, जिसको दी हुई वस्तुओं में से सभी या 
कुछ को एक साथ लेकर बनाया गया है। 


उदाहरण 2 के प्रत्येक परिणाम 692८, 4८४ 94८, 9८०, ८६४, ८०६ एक क्रमचय हैं | उदाहरण 
3 में प्रत्येक परिणाम प्रप्त, प्रा', एप्त, ए"' एक क्रमचय हैं। इसी प्रकार उदाहरण 4 में प्रत्येक 
2-अंक की संख्या एक क्रमचय है। 


गणना का मौलिक सिद्धान्त क्रमचयों के अध्ययन में प्रभावशाली ढंग से प्रयुक्त किया जा 
सकता है। अब हम दो महत्वपूर्ण प्रमेयों के विषय में बताते हैं, जो # विभिन्‍न वस्तुओं से कुछ 
अथवा सभी को एक समय लेकर बने क्रमचयों की संख्या ज्ञात करने में सहायक हैं। 


प्रमेय 4 # विभिन्‍न वस्तुओं से सभी को लेकर बने क्रमचयों की संख्या, जो "९, द्वारा व्यक्त की 
जाती है, का मान निम्नांकित है 


7, <#(७-)0-2)...3.2.-7! 


उपपत्ति हम # विभिन्‍न वस्तुओं को एक पंक्ति में # स्थानों पर व्यवस्थित करना चाहते हैं। आइए 
हम उनके घटित होने के स्थानों को पहले, दूसरे, तीसरे, ..., # वें स्थान से व्यक्त करें 


हम प्रथम स्थान पर # वस्तुओं में से कोई एक रख सकते हैं। अत्तः हमारे पास प्रथम स्थान 
के लिए # विकल्प हैं। 


दूसरे स्थान के लिए केवल (४-) वस्तुएं बचती हैं, अतः हमारे पास इस स्थान के लिए 
(४-) विकल्प हैं। इसी प्रकार तृतीय स्थान के लिए हमारे पास (४-2) विकल्प हैं इत्यादि। 


४ वें स्थान पर पहुँचने तक हम (#-]) वस्तुओं का प्रयोग कर चुके होंगे। इस प्रकार # वें 
स्थान के लिए हमारे पास [४- (७- ])] वस्तुएँ अर्थात ] ही विकल्प है! 


| स्थान : पहला दूसरा तीसरा ...#वां 
विकल्पों की संख्या : # (७-) (7-2) ...! 


अतः गणना के मौलिक सिद्धान्त द्वारा # विभिन्‍न वस्तुओं से एक बार में सभी को लेकर 
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प्राप्त बने क्रमचयों की संख्या, ”?,, निम्न गुणनफल है : 
ह(#-)(8-2) ... 3. 2. । अर्थात #!. 
प्रमेय 2 # विभिन्‍न वस्तुओं से एक बार में # वस्तुएं लेकर प्राप्त क्रमवयों की संख्या, जो 'ए, 
(# < ७) द्वारा व्यक्त है, निम्नाकिंत है 
कफ-८#॥(#-)(+-2)....0-#+) 
उपपत्ति यह प्रमेय ] की भाँति ही है। 


हम दशयेंगे कि क,> दा क्र. 
हम जानते हैं कि 
"७9, >#(&-])(& - 2)...(0-#+ !) 
हा 79(08- )(0 - 2)...(0 7 + ])(08 - /)! 
क (७8 -+)! 
[-7)! से अंश तथा हर में गुणा करें|] 


छा! 
. (#-+/#)! 


चूंकि ॥(0-) (४-2) .... (#-# -) (#-+)) < & (#-) (#-2) :.: 2“ 5 हा! 
टिप्पणी यवि #->#, तो # वस्तुओं से एक बार में # लेने पर बने क्रमचयों की संख्या हैं 


१ फ्रा | दे 
हम की मर्द त जन हा , (स्मरण -करें, 0! - है )) 


जो प्रमेय । के अनुरूप है, जैसा कि इसे होना भी चाहिए। 

कूछ लेखक क्रम संचय प्रतीक 'ए, को 7१, 'ए, या 7 #, 7) दी यकता करते हैं, परन्तु हम 
' फू, के प्रयोग को प्राथमिकता देंगे। 
5.4.4 क्रमचय जब सभी वस्तुए विभिन्‍न नहीं हैं पूर्व की प्रमेयों में हमने विभिन्‍न वस्तुओं के 
क्रमचयों का अध्ययन किया है| यदि वस्तुओं में से कुछ अभिन्‍न या सर्वसम है, तो इन प्रेयों का 
प्रयोग नहीं हो सकता है | । 


हम शब्द छागए के अक्षरों से बने सभी विभिन्‍न क्रमचयों को ज्ञात करें | यहाँ दो अक्षर 
अभिन्‍न हैं। यदि हम दो छ को 5, तथा 7, नाम देकर दो अलग अलग अक्षर मे तो तीनों अक्षर 
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8, 8,, ए, विभिन्‍न होंगे। हम जानते हैं कि 8, 8,, 8, के विभिन्‍न क्रमचयों की संख्या 3! है। ये 
सभी क्रमचय हैं : 

8808, 8|88,, छा 8, 

छ88,5,, 8,8%8,, 8, 8, 8. 

एक क्षण के लिए यदि हम पादांकों (5प5०7]॥9) को समाप्त कर दें तो हम देखते हैं, कि 

प्रत्येक स्तम्भ के दोनों क्रमचय भिन्‍न नहीं हैं| अत: हम तीन विभिन्‍न क्रमचय छ8४, छ58, ए४8 
प्राप्त करते हैं। चूंकि क्रमचयों का प्रत्येक युग्म पादांक के साथ पादांकरहित होने पर केवल एक 
क्रमचय देता है, इसलिए 87४ के अक्षरों से बने विभिन्‍न क्रमचयों की संख्या 


3! 
9५ ता पे 3 * 


द्वारा प्राप्त होती है। 


यही तर्क व्यापक स्थिति जिसमें # वस्तुओं में से #, अभिन्‍न अथवा सर्वसम है, में भी प्रयुक्त 
की जा सकती है। इस प्रकार हम निम्नांकित प्रमेय पाते हैं : 
प्रमेय 3 यदि # वस्तुओं से सभी को एक साथ लेकर बने क्रमचयों की संख्या ? जहाँ #| वस्तुएं 
एक प्रकार की हैं और अन्य विभिन्‍न हैं तो 


पा! 
7?---- 
४) 


द्वारा ज्ञात की जाती है। 
हम इस प्रमेय को आगे निम्नांकित रूप में व्यांपकता प्रदान करते हैं, . 


४ वस्तुओं से सभी को एक साथ लेकर बनाए गए विभिन्‍न क्रमचयों की संख्या ?, जहाँ #| 
वस्तुएँ एक प्रकार की %, वस्तुएं दूसरे प्रकार की हैं, और इस प्रकार अन्य, तो 
हि | 
॥| ॥2![... 


: द्वारा ज्ञात किया जाता है जहाँ #॥+॥9+ ... ८ #. 


5.4.2 वृत्तीय क्रमचय अब तक हमने वस्तुओं को एक पंक्ति में होने पर क्रमचयों का अध्ययन 
किया है। इन क्रमचयों को रैखिक-क्रमचय कहते हैं, यदि हम वस्तुओं को पंक्ति के स्थान पर 
एक वृत्त में व्यवस्थित करें, तब हम वृतीय क्रमचयों की चर्चा करते हैं। 


मान लीजिए तीन वस्तुओं ०, 9, ० को एक वृत पर व्यवस्थित करना चाहते हैं जैसा कि 
निम्नांकित हैं। आकृति 5.5 में प्रदर्शित विन्यासों में हम विभेद नहीं कर सकते हैं। 


क्रमचय और संचय 533 


(24 ८ 9 
९ 9 ४9 कक ८ 
(०४० (८०४) [४८५) 
आकृति 45.5 


वास्तव में ये तीनों विन्यास एक ही क्रमचय को निरूपित करते हैं। 

आप देख सकते हैं कि उपर्युक्त में कोई एक अन्य दूसरे से सरलतापूर्वक वृत को घुमा 
कर प्राप्त कर सकते हैं। ऐसे किसी एक विन्यास में प्रथम स्थान नहीं है, इसलिए यदि प्रत्येक 
वस्तु अपने स्थिति से एक स्थान घड़ी की सूई की दिशा में (या घड़ी की सूई की विपरीत दिशा 
में) सरकती है तो उसकी सापेक्ष स्थिति में परिवर्तन नहीं होता है। वस्तुतः प्रत्येक वस्तु 3 बार 
अपनी स्थिति से सरकाने पर विन्यास को बिना प्रभावित किए, पुनः अपनी मौलिक स्थिति में आ 
जाती है, इस प्रकार उपर्युक्त तीन क्रमचय नामतः 49८, ८4०, 2८८ मात्र एक ही हैं। परन्तु रैखिक 
दृष्टि से विभिन्‍न हैं। 


इस प्रकार तीन वस्तुओं के एक वृतीय क्रमचय से 3 विभिन्‍न रैखिक क्रमचय प्राप्त होते हैं। 
यदि विभिन्‍न वृत्तीय क्रमचयों की संख्या 7” है, तो हमारे पास कुल 37'रैखिक क्रमचय होंगे। अत 


हैं 3! 
37 ८ 3!, अर्थात्‌ ए - हि 500 8 


यदि # विभिन्‍न वस्तुएं एक बृत पर व्यवस्थित की जाती हैं, तो प्रत्येक वस्तु बार अपनी 
स्थिति से (घड़ी की सुई की दिशा में या घड़ी की सुई की विपरीत दिशा में) सरकाने पर 
विन्यास को बिना प्रभावित किए पुनः अपना मौलिक स्थिति में आ जाती है। इस प्रकार प्रत्येक 
बृतीय क्रमचय से # रैखिक क्रमचय प्राप्त होते है तथा विभिन्‍न वृतीय क्रमचयों की संख्या ९” का 
मान ह 


] 
ए/ ८7-+(४-)!, 
(4 
द्वारा प्राप्त है। 


आइए, हम क्रमचय संबंधी कुछ उदाहरणों पर विचार करें| 
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उदाहरण 2 नगरपालिका चुनाव में 6 उम्मीदवार किसी एक पद के लिए चुनाव मैदान में हैं। 
कितने विभिन्‍न प्रकार से उनके नाम एक मत-पत्र पर सूचीबद्ध किए जा सकते हैं? 
हल हम 6 नामों को 6 स्थानों पर रखने के तरीकों की संख्या ज्ञात करना चाहते हैं। 
स्पष्टतः अभीष्ट संख्या का मान 
69८6! 720 
द्वारा प्राप्त है। 


इस प्रकार 6 उम्मीदवारों के नाम मत-पत्र पर 720 तरीकों से सूचीबद्ध किए जा सकते 
हैं। 
उदाहरण 3 [से 9 तक के अंकों के प्रयोग से 4-अंक की कित्तनी संख्याएं बनायी जा सकती 
हैं, यदि अंकों की पुनरावृति की अनुमति नहीं है? 


हल दिए गए 9 अंकों के प्रयोग से 4 अंक की संख्याओं की संख्या ज्ञात करना है | यह प्रश्न 
9 वस्तुओं से 4 वस्तुओं को लेकर बने क्रमचयों की संख्या ज्ञात करने के समतुल्य है। यह १०, 
के बराबर है जिसका मान, 


द्वारा प्राप्त होता है। 


इस प्रकार दिए गए 9 अंकों के प्रयोग से 4 अंकों की 3024 विभिन्‍न संख्याएं बनाई जा 
सकती हैं। 


उदाहरण 4 एक कार्यालय के चार पदों को भरने के लिए 6 प्रत्याशी साक्षात्कार के लिए बुलाए 
जाते हैं। यह मानते हुए कि प्रत्येक प्रत्याशी प्रत्येक पद के लिए उपयुक्त हैं, उन विधियों की 
संख्या ज्ञात कीजिए, जिनसे 


(0) प्रथम और द्वितीय पद भरे जा सकते हैं। 
(४) प्रथम तीन पद भरे जा सकते हैं| 
(0) सभी चार पद भरे जा सकते हैं। 

हल 


0) क्रम में प्रथम और द्वितीय पदों को भरने के प्रकारों की संख्या ज्ञात करने के लिए, हमें 
: 6 वस्तुओं से 2 वस्तुओं को लेकर बनाए गए विभिन्‍न क्रमचयों की संख्या ज्ञात करना हैं। 
स्पष्टतः इसका मान %, है, जो: 
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कफ, नजर +0»८5-30 है। 
अत: प्रथम और द्वितीय पदों को भरने के कुल 30 विधियों हैं। 
(0) जैसा कि 0) में व्याख्या की गयी है, इसके लिए हमें ५०, की गणना करना है। 
॥ 2 ८62८5/<4520 
अतः प्रथम तीन स्थान 20 विधियों से भरे जां सकते हैं। 
(४) उसी प्रकार सभी 4 पद, ९, विधियों से भरे जा सकते हैं। 
अब --+-6)८5.433-360 
अतः: सभी 4 पद 360 विभिन्‍न विधियों से भरे जा सकते हैं। 
उदाहरण 45 # का मान ज्ञात कीजिए ताकि 
0) "९,८42 "7?,, # > 4 


9. फै, _5 ह 
() दा चर ठ! #7>4 


हल 0) दिया है 
/9, ८42 "7 , 
अर्थात 8 (#-) (४-2) (#-3) (#-4) ८ 42 # (४-]) (४-2) 


चूँकि # > 4, ॥(-)(७-2) # 0, इसलिए दोनों पक्षों को # (४-) (४-2) से भाग करने पर 
हम पाते हैं, कि 


(४-3)(0-4) ८ 42 


या ॥४2-77-30 5 0 
अतः #  0, -3 


स्पष्टत: # ऋणात्मक नहीं हैं (क्यों?)| इस प्रकार #> 0 अभीष्ट मान है। 





प्् 3 हे 
4 
अर्थात 38 (#-) (४-2) (४-3) 5 $(-)(6-2)(0-3)(0-4) 
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गणित 


चूँकि #>4, (४-)(0-2)(0-3) # 0, इसलिए दोनों पक्षों में (#॥-).-2)(0-3) से भाग 


करने पर हम पाते हैं, कि 


हा 


3 5(0- 4), अर्थात, 8 5५ 0 


उदाहरण 6 यदि !?,-2%,, तो ज्ञात कीजिए | 


हल दिया है !ए,<2%, 

40! 9] 
इसलिए हह-फ्रा>छ-फा 

0:9 . _. 9! )0 _ 
या 00-739-/॥! 007 लव पहि  स्वाज 
अर्थात #> 5 


उदाहरण ॥7 ॥४0४09७४ शब्द के अक्षरों से कितने शब्द (शब्दकोष अर्थयुक्त अथवा नहीं) 
बनाए जा सकते हैं, जबकि किसी अक्षर की पुनरावृति अनुमन्य नहीं है और यदि 


हल 
(0) 


0) 


(४) 


(0) किन्हों 4 अक्षरों को एक साथ लिया जाता है? 

(४) सभी अक्षरों को एक साथ लिया जाता है? 

09) सभी अक्षरों को एक साथ लिया जाए परन्तु प्रथम अक्षर स्वर हो? 
शब्द ॥/0)00&४ में कुल 6 अक्षर हैं।. 


४0४0) ४९५ शब्द के अक्षरों से 4 अक्षरों वाले बने शब्दों की संख्या के लिए हमें 6 वस्तुओं 
से 4 लेकर बनाए गए क्रमचयों की संख्या अर्थात्‌ %, का मान ज्ञात करना है। 


हे 
हक 


6 वस्तुओं से सभी को लेकर बनाए गए क्रमचयों की संख्या %( है, जिसका मान निम्नांकित 
हैँ 


७० - 


6०५ < 6! 5 720 


प्रत्येक क्रमचय का प्रथम अक्षर 0 या » है| इस प्रकार प्रथम अक्षर के लिए हमारे पास 2 
विकल्प हैं, प्रथम अक्षर के चयन के पश्चात शेष 5 अक्षरों का चयन बिना किसी प्रतिबन्द्ध 
के किया जा सकता है, और इसके फलस्वरूप 7, या 5! या 20 प्रकार प्राप्त होते हैं। 


अतः शब्दों की अभीष्ट संख्या - 2» 20 - 240 
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उदाहरण 8 । से 000 तक कितनी प्राकृत संख्याएं ऐसी हैं जिनमें से किसी में भी अंकों की 
पुनरावृति नहीं हुई है? 

हल [से 000 के बीच हमें -अंक की संख्याएँ, 2-अंक की संख्याएं तथा 3-अंक की संख्याओं 
की जाँच करनी है तथा देखना है कि इनमें से कितनी ऐसी है जिनके सभी अंक भिन्न-भिन्न 
हैं। स्पष्टत: हम 000 की उपेक्षा कर रहे हैं, क्योंकि इसमें 0 पुनरावृत है। 


]-अंक की संख्याओं से कोई समस्‍या नहीं होती स्पष्टत: ये 9 हैं, जिनमें अंक विभिन्‍न हैं। 

आइए, अब हम 2-अंकों की ऐसी संख्याओं की संख्या ज्ञात करें, जिनमें सभी अंक भिन्‍न 
हों। दहाई के स्थान पर हम , 2, ...,9 में से कोई एक अंक रख सकते हैं, (स्पष्टतः हम 0 को 
दहाई के स्थान पर नहीं रख सकते हैं |) इस प्रकार दहाई स्थान के लिए १? अर्थात 9 विकल्प 
हैं| 

इसी प्रकार इकाई के स्थान के लिए भी %? अर्थात 9 विकल्प हैं, क्‍योंकि अंकों की 
पुनरावृति मान्य नहीं हैं। इस प्रकार 2-अंकों की विभिन्‍न अंकों वाली कुल 9 » 9 अर्थात 8] 
संख्याएं हैं । 

ठीक इसी प्रकार हम 3-अंकों की संख्याओं की संख्या ज्ञात कर सकते हैं, जिनमें कोई अंक 
पुनरावृत नहीं है। इनकी संख्या 9८9 » 8 अर्थात 648 है। 


इस प्रकार, से 000 के बीच की प्राकृत संख्याओं में कुल 9 + 8 + 648 अर्थात 738 
प्राकृत संख्याएं ऐसी हैं जिनमें किसी भी अंक की पुनरावृत्ति नही होती। 
उदाहरण 49 कितने प्रकार से 4 लाल, 3 पीली और 2 हरी तश्तरियाँ एक पंक्ति में व्यवस्थित 
की जा सकती हैं, यदि एक रंग वाली तश्तरियाँ विभिन्‍न नहीं हैं? 
हल तश्तरियाँ की कुल संख्या -4+3+2+-9 

9 तश्तरियों में से 4 अभिन्‍न (लाल), 3 अभिन्‍न (पीली) तथा 2 अभिन्‍न (हरी) हैं। 


9 


अतः विन्यासों की संख्या आवाठा 


-[260 (प्रमेय 3 के प्रयोग करने पर) 


इस प्रकार तश्तरियों को 260 प्रकारों से एक पंक्ति में व्यवस्थित किया जा सकता है। 


उदाहरण 20 कितने विभिन्‍न प्रकारों से 6 व्यक्तियों को एक गोल मेज के चारों ओर बैठाया 
जा सकता है? 


हल -बृतीय क्रमचय के. सूत्र का प्रयोग करते हुए 6 व्यक्तियों को गोल मेज के चारों और बैठाने 
के कुल तरीके (6-)! अर्थात 5! या 20 हैं। . 


538 गणित 


॥ 


, 


त 


3, 
4, 
5, 


प्ग़ 


ध् 


नि 


प्रश्नावली 45.3 


6 विभिन्‍न रंग के झण्डों से कितने संकेत बनाए जा सकते हैं, यदि प्रत्येक संकेत में सभी झण्डे एक 
साथ एक दूसरे के नीचे रखे जाते हैं? 


एक कार्यक्रम में 7 गाने गाये जाने हैं। कितने विभिन्‍न क्रमों में उनका गायन हो सकता है? 


स्तम्भ & में 6 सामग्रियाँ और स्तंभ 8 में 6 सामग्री हैं | एक छात्र को स्तंभ & की वस्तुओं में से प्रत्येक 
का मिलान स्तंभ 8 के केवल एक सामग्री से करने के लिए कहा जाता है। प्रश्न के विभिन्‍न 
संभावित उत्तरों (शुद्ध या अशुद्ध) की संख्या कितनी है? 

4 पुस्तकों में रसायन; भौतिकी, जीव-विज्ञान और गणित की एक-एक पुस्तक हैं। इनकों एक 
सेल्फ में व्यवस्थित करना है। कितने प्रकार से ये कार्य किये जा सकते हैं? 

अंकों ।, 2, 3, 4, 6, 7 से कितनी सम संख्याएं बनायी जा सकती है, यदि किसी भी संख्या में अंकों 
की पुनराबृति न हो? 

अंकों , 2, 3, 4, 5 के प्रयोग से 4-अंक की कितनी संख्याएं बनायी जाती है, यदि किसी संख्या में 
एक अंक एक बार से अधिक प्रयुक्त न हो? इन संख्याओं में कितनी सम संख्याएं होगी? 

चार अंकों की कितनी संख्याएं हैं जिनमें प्रत्येक में कोई अंक पुनराबवृत नहीं है? 


दस घोड़े एक दौड़ में भाग ले रहे हैं। कितने तरह से ये घोड़े प्रथम, द्वितीय तथा तृतीय स्थान 
प्राप्त कर सकते हैं, यह मान लिया गया है, कि एक साथ निर्दिष्ट स्थान पर एक से अधिक घोड़े 
नहीं पहुचते हैं? 


आठ व्यक्तियों की एक समिति से कितने प्रकार से एक अध्यक्ष और एक उपाध्यक्ष चुने जा सकते : 
हैं, यह मान लिया गया है, कि एक व्यक्ति एक से अधिक पद पर नहीं रह सकता है? 

बारह उम्मीदवारों के एक समूह में से कितने प्रकार से अध्यक्ष, उपाध्यक्ष, सचिव और कोषाधिकारी को 
चुना जा सकता है, यदि 2 उम्मीदवारों में से कोई भी किसी भी पद के लिए चुना जा सकता है? 
सिद्ध कीजिए 


6) "९,527, ५» 0) /%,5??, +3%, 
“का मान ज्ञात कीजिए यदि 
0) 7?,5८2% _, 6) 5क्‍/ए 565९, .. (7) ९,55९, 


यदि *7?, : ए,<:9 तो # का मान ज्ञात कीजिए। 
सिद्ध कीजिए कि "ए,«"ाए ++४ 9... 


शब्द ४0ए&7007 के सभी अक्षरों को एक साथ लेकर कुल कितने शब्द बन सकते हैं, जिनमें 
एक अक्षर केवल एक बार प्रयुक्त है? 


6. 


7, 
, 7270ग्रष्टार के अक्षरों से विभिन्‍न 8-अक्षर वाले विन्यास (शब्द) बनाए जाते हैं। इनसे ऐसे 


ते 


9. 


20, 


2. 


22. 


23, 


24, 


25. 


स्ग 


26. 


27. 
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पृष्ण8589%&₹ शब्द के अक्षरों को एक पंक्ति में इस प्रकार व्यवस्थित किया जाता है ताकि प्रत्येक 
शब्द क॑ अन्त में $ आता है। ऐसे कितने विभिन्‍न विन्यास बन सकते हैं तथा इनमें से कितने का 
प्रारम्भ 0 से होता है? है 


0शाह्ार7७।, शब्द के अक्षरों के प्रयोग से 3-अक्षरों वाले कुल कितने शब्द बन सकते हैं? 


विन्यासां की संख्या ज्ञात कीजिए जिनमें सभी स्वर एक साथ प्रयुक्त हों। 

अंकों 2,3, 4 और 6 से 4-अंकों वाली कितनी संख्याएं बन सकती है, यदि एक संख्या में एक अंक 
केवल एक बार ही प्रयुक्त हो? इनमें से कितनी संख्याओं के अन्त में 

6) 4 (9) 3 (9) 3या6 

का अंक है। 

यदि एक अंक केवल एक बार ही प्रयुक्त हों तो अंकों ,2,3,4 और 5 से बनी 40000 से बड़ी 
संख्याओं की संख्या ज्ञात कीजिए। | 

अंकों 2,3,4,5 और 8 के प्रयोग से 80000 से बड़ी कितनी विषम संख्याएं बनाई जा सकती हैं, यदि 
संख्या में प्रत्येक अंक केवल एक बार ही प्रयुक्त हो? 


एक थैले में 3 सफेद, 4 लाल और । नीली गोलियाँ है। वे एक एक करके निकाली जाती है और 
एक पंक्ति में व्यवस्थित की जाती है। यह मानते हुए की सभी 8 गोलियाँ निकाली गयी है, विभिन्‍न 
विन्यासों की संख्या ज्ञात कीजिए यदि एक रंग की सभी गोलियाँ अभिन्‍न और सर्वसम है। 

पाँच झण्डों में 3 लाल, सफेद और नीला हैं। इन्हें एक दंड पर एक दूसरे के नीचे रखकर 
व्यवस्थित किया जाता है। यदि एक रंग के सभी झण्डे अभिन्न और सर्वसम हों तो विन्यासों की 
संख्या कितनी है? 

शा5आ5शएश के अक्षरों से बनाए गये क्रमसंचयों में कितने ऐसे हैं जिनमें चार [ एक साथ नहीं 
आते हैं? 

कितने विभिन्‍न प्रकारों से गुणनफल »»<* को लिखा जा सकता है, जिनमें घात का प्रयोग नहीं 
किया गया है? [संकेत : लेखन का एक प्रकार &»८८ है] 


चार व्यक्ति &, 8, 0. और 7) को एक गोल मेज के चारों ओर बैठाया जाता है। कितने प्रकारों से 
उन्हें बैठाया जा सकता है? 


5 व्यक्तियों &, 8, 2८, और छ को कितने प्रकारों से एक गोल मेज के चारों ओर बैठाया जा सकता 
है यदि 


(0) 8 और 7) आस-पास बैठते हैं? 
(9) & और 7) आस-पास नहीं बैठते हैं? 
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पूर्व अनुभागों में वस्तुओं के विभिन्‍न क्रमचयों का अध्ययन करते समय हम देख चुके हैं कि 
क्रमचय में वस्तुओं के घटित होने का क्रम का महत्व होता है। अब हम गणना के ऐसे प्रश्नों पर 
विचार करते हैं, जिनमें घटित होने में क्रम का महत्व नहीं है। निम्नांकित उदाहरणों पर विचार 
कीजिए। 


उदाहरण 2] 4 बालकों से 2 बालकों की एक समिति का चयन करना है। कितने प्रकार से यह 
किया जा सकता है? 


हल मान लीजिए कि 4 बालक क्रमशः &,8, 0: और 0 द्वारा व्यक्त हैं, इन चारों में से हमें दो 
का चयन करना है। संभावित विभिन्‍न विकल्प निम्नांकित हैं। 

60) & और 8 () 8और 2 (60) 0०0 और 90 

(५) & और 9 (५) #& और ९? (एं) छे और 0. 

मान लीजिए कि »& और 8 को ४४ द्वारा निरूपित किया जाता है, और आदि आदि। 


4 लड़कों के एक समूह से एक समिति में हमारी रूचि उन व्यक्तियों में होती है, जो कि 
समिति के सदस्य है न कि लड़कों के किसी विन्यास से है। यहाँ पहले 4 को चुने फिर छ को 
या पहले छ को चुने फिर & को, इसका कोई महत्व नहीं है। वास्तविक रूप में दोनों अर्थात ७8 
और 88 एक ही हैं, और आदि आदि। &, 8, ० 9 मेंसे दो को लेकर बनाए गए उपर्युक्त 


सूचीबद्ध छः जोड़े संचय कहलाते हैं। इस प्रकार 4 लड़कों में से 2 लड़कों को चयन करने की 
6 विधियाँ हैं । 


विभिन्‍न वस्तुओं में से कुछ या सभी के चयन संचय कहलाते हैं। एक संचय में 
चयनित वस्तुओं के क्रम महत्वहीन हैं । 


वस्तुओं के क्रमचय और संचय में अंतर यह है कि क्रमचय में वस्तुओं के क्रम का महत्व 
है, परन्तु संचय में वस्तु के क्रम का महत्व नहीं है। उपर्युक्त में हम देख चुके हैं कि &,8,0, 
9 में से कोई 2 लेकर बनाए गए विभिन्‍न संचयों की संख्या 6 है| यदि 4९, द्वारा 4 वस्तुओं में से 
2 वस्तुओं को लेकर बनाए संचयों की संख्या को व्यक्त करे तो पाते हैं, कि 
40, 50 ह 
हम यह भी जानते हैं कि 4 वस्तुओं में से 2 वस्तुओं को लेकर बनाए गए- क्रमचयों की 
संख्या *९, अर्थात [2 हैं। 


ध्यान दीजिए कि प्रत्येक संचय से दो क्रमचयों प्राप्त किए 'जा-सकते हैं, उदाहरणत: &8 
संचय से दो क्रमचय ४8 और 8० प्राप्त होते हैं। इस प्रकार १0, 2! + 7, अर्थात 
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472 
46" _. 2 
ध्ण्ल् 


आइए अब हम दी गयी 4 वस्तुओं जैसे &, 8, 0 और 7 में से 3 का चयन करें। सभी 
संभावित चयन &80, ७87), (7) और 800 हैं। इस प्रकार 4 वस्तुओं से 3 वस्तुओं को एक 
साथ लेकर बनाए गए संचयों की संख्या, 40, द्वारा व्यक्त है जिसका मान 4 है | परंतु 4 वस्तुओं 
में से 3 वस्तुएं लेकर बनाए गये क्रमचयों की संख्या कितनी है? स्पष्टत: यह 47. अर्थात 24 है | 


हा 
पट 
3०० 


हम देखते हैं कि प्रत्येक संचय से 6 अर्थात 3! क्रमचय प्राप्त होते हैं। 








, इस प्रकार 40.५ 3]-/, , 


अर्थात ०न्न्ब 


व्यापकतः यदि हम # विभिन्‍न वस्तुओं से » वस्तुओं का चयन करते हैं, तब # वस्तुओं के 
प्रत्येक संचय से #! क्रमचय बनते हैं। इस प्रकार "८, और ”ए, के बीच का संबंध 


त 
हक तट 

/! 
द्वारा व्यक्त है। 
अल 5 का प्रयोग करके हम पाते हैं कि 


9 (' दिजी ॥! 
४ ,कऋ-+)! ' 


इस प्रकार हम निम्नांकित प्रमेय पाते हैं। 


542 गणित 


प्रमेय 4 # विभिन्‍न वस्तुओं में से # वस्तुएं एक बार लेकर बने कुल संचयों की संख्या, “८, जहाँ 
दे //॥॥ 


वम+_्ज++-+, | < / < 
हु #/(8-+)/ बज 


द्वारा प्राप्त होता है। 
टिप्पणी 


[, # वस्तुओं से सभी वस्तुओं को एक बार में लेकर बनाए गये संचयों की संख्या स्पष्टतः । 
है। इसका सत्यापन प्रमेय 4 में #-# रख कर किया जा सकता है। इस प्रकार 


#(" कि ] (१) 


2, # विभिन्‍न वस्तुओं में से +वस्तुओं के चयन के पश्चात हमारे पास शेष (#-+) वस्तुएं शेष 
बचती हैं। अतः यह स्पष्ट है कि # विभिन्‍न वस्तुओं से #वस्तुओं को लेकर प्राप्त संचयों की 
संख्या # विभिन्‍न वस्तुओं में से एक बार (४-॥) वस्तुएं लेकर प्राप्त संचयों की संख्या के 

' बराबर है। इस प्रकार 


प्र पे (2) 


3. जब हम कुछ नहीं चुनते हैं तो संपूर्ण # वस्तुएं बची रहती हैं, और हम जानते हैं कि वैसा 
करने का केवल एक ढंग हैं। हम मान सकते हैं कि # वस्तुओं से किसी भी वस्तु को नहीं 
लेने पर बने संचयों की संख्या "0, > | है। यदि हम "(! में #-0 रखते हैं तो पाते हैं, कि 


| 
इस प्रकार प्रमेय 4, #>0 के लिंए भी सत्य है। 
अब हम कुछ उदाहरणों पर विचार करते हैं। 


उदाहरण 22 ै5 व्यक्तियों से कितने प्रकार से समितियाँ बन सकती हैं, जबकि समिति में 
0) 3 सदस्य हों? 
(४) 3 सदस्य हों? 

हल ह 


(0) ॥35 व्यक्तियों में से 3 सदस्यों के चुनने के तरीकों की संख्या का अर्थ है कि 50 ज्ञात्त 
करना | 


5! _]5%]4%]3 


]5 कब ४ौ-+-+--- :- -...0008.00.0.. -- 
७ लवालर को ते जज  त5 
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(9) ॥5 व्यक्तियों से 3 सदस्यों के चुनने के तरीकों की संख्या का अर्थ है कि ८, ज्ञात 
करना | 
85! _ 5.<4 
व 250 


प्रमेय 5 सिद्ध कीजिए कि “0, +”0,, |८””(, 


जि बर्ल्े २05 





हल हम जानते हैं कि 


०0 + "0! .- ॥/2; हा ॥(॥| 
| 7 #](&७-7/)! (#-)!(0-#+])! 
४! 
न ज5 का) 
#[(४+ |) (+ )! 





की ड़ _... 7 ( 
. #[(/-7+)! #!((+#]-+/)! 7 


इस प्रमेय को पास्कल के नियम की संज्ञा दी जाती है। 


अब उपर्युक्त प्रमेय की एक वैकल्पिक उपपत्ति देते हैं जो संचययात्मक तरकों पर आधारित 
है। वास्तव में कुछ लेखक इसे संचयात्मक उपपत्ति कहते हैं। 


हम स्मरण करते हैं कि (४+ ) विभिन्‍न वस्तुओं से » वस्तुओं को एक साथ लेकर बने 
संचयों की संख्या '*!(: है। (४+ ) विभिन्‍न वस्तुओं में से किसी एक वस्तु पर ध्यान केंद्रित 
कीजिए और मान लीजिए कि उसे & द्वारा व्यक्त करते हैं। स्पष्टतः दो सम्भवनाएं हैं : 

(।) यह विशिष्ट वस्तु & चयन में सम्मिलित है। 

(2) & चयन में सम्मिलित नहीं है। 

सम्भावना () के लिए, जब &चयन में सम्मिलित है, तो शेष (/-]) वस्तुएं शेष [#+)-] 
अर्थात # वस्तुओं से चयनित होती हैं। इसे निस्‍्संदेह "८, | प्रकार से कर सकते हैं। 


सम्भावना (2) के लिए, जब & चयन में सम्मिलित नहीं है, स्पष्ट है कि +# वस्तुएं शेष 
[((+ )-] अर्थात # वस्तुओं से चयनित होती हैं। निस्संदेह यह “0, प्रकार से हो सकता है। 
इस प्रकार (४+ !) विभिन्‍न वस्तुओं से वस्तुओं के चयन के कुल प्रकार की संख्या, 
था च्लि मट्‌ १2८ हम हि 
द्वारा व्यक्त है। 


यह सूत्र पास्कल त्रिभुज (285८४ 0गंधाष्टा०) या मेरु प्रस्त्र के निर्माण में सहायक है। इसके ' 
विषय में आप अगले अध्याय में अध्ययन करेंगें। 
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उदाहरण 23 निम्नांकित में से प्रत्येक का मान ज्ञात कीजिए। 
0) ॥00९,+ ९९. (0) १९., - ०८५८ 
हल 
6) प्रमेय 5 के प्रयोग से हम पाते हैं 
000 + 000. 5 (5 462. (यहाँ # < 0, #> 5) 
(४) पुनः प्रमेय 5 के प्रयोग द्वारा हम पाते हैं, 
600, + ९00९. - ?0.., (यहाँ # 5 60, #5 57) 
अर्थात्‌ 70, ,-०१९( ८०, - 34220 
उदाहरण 24 7 बिन्दु एक वृत पर .स्थित है। इन बिन्दुओं को मिलाने से कितनी जीवाएं बनती हैं? 


हल एक वृत के दो बिन्दुओं को मिलाने से एक जीवा बनती है। इसलिए खींचीं गई जीवाओं 
की संख्या "0, है, जिसका मान है 


- ठाह| 52] 
इसलिए जीवाओं की कुल संख्या 2 है। 
उदाहरण 25 यदि "0, "९०५ , तो "0, का मान ज्ञात कीजिए | 
हल "०,-"९०, (दिया है) ह 


। 
या बम क  यत-न 3अधाति हक 
9!(0-9)! 8!(0-8)! 


अतः | े हि की ट 
उदाहरण 26 एक थेले में 5 काली और 6 लाल गेंदें हैं। कितने प्रकार से 3३लाल और 2 काली 
गेंदें थैले से निकाली जा सकती हैं? ह 
हल 5 काली गेंदों से 2 काली गेंदें 5८, प्रकारों से निकाली जा सकती हैं। 
ठीक इसी प्रकार 6 लाल गेंदों से 3 लाल गेंदों को निकालने के प्रकारों की संख्या “0, है। 

. इसलिए 2 काली और 3 लाल गेंदों के निकालने के कुल प्रकारों की संख्या 5(., » ९0, है 

(क्यों?) | अब 
४ ताप जढा ८ 0 ५» 20 - 200 


इस प्रकार 5 काली और 6 लाल गेंदों में से 2 काली और 3 लाल गेंदों के चयन के कुल 
प्रकार 200 हैं। 
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उदाहरण 27 7 लड़कियों और 5 लड़कों से 3 लड़कियों और 2 लडकों से बनी कितनी 
समितियाँ बनाई जा सकती हैं? 


हल 7 लड़कियों से 3 लड़कियाँ चुनने के प्रकारों की संख्या - १९ दावा +35 
5 लड़कों से 2 लड़कों के चुनने के प्रकारों की संख्या >*(! डा 0 


अत: इस प्रकार बनी समितियों की संख्या - 35 ५८ 0 - 350 


प्रश्नावली 5.4 
. 0 खिलाड़ियों से 7 खिलाड़ियों की कितनी टीमें बन सकती हैं? 
2. 8 विभिन्‍न पुस्तकों से 4 पुस्तकें कितने प्रकार से चुनी जा सकती हैं? 


3, सुधा ] विभिन्‍न प्रकार की टिकटों से कोई 9 टिकटों को चुनना चाहती है| वह कितने विभिन्‍न 
प्रकार से इन्हें चुन सकती है? 


4. मान ज्ञात कीजिए, 

0) 30६ + ९. (9) ?९,+ १९ 

(7) ४८0,, - ८, । 6५) १९, ५- ३९९, 
5. यदि "0,5”(', है, तो # का मान ज्ञात कीजिए। इससे फिर "0, का मान बताइए । 
6. यंदि "0,- “(६ है, तो “८, ज्ञात कीजिए | 
7. #» ज्ञात कीजिए यदि 

0) »ए, : "०५ 5 2:। (0) ”0, : "0. 5 4: 
8. सत्यापित कीजिए, 2» 7८, - *८ 
सिद्ध कीजिए : 
9, 2(!+(!+(९, ८ (१, +(? 
0. + 70 + (0, - 


4 


0,53 


५ 


।॥५० 


], 


“्थ 
॥ 


02. (0) #.”0,<#, 0, | 
() ण्ट्‌्‌ भर 5 2 >- /( | 4 
]3, यदि *-0,, : "९, ; *!0, 56: 9: 3 हो, तो # और #+ज्ञात कीजिए | 
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4, एक वृत पर 2] बिन्दु हैं। इन बिन्दुओं से कितनी रेखाएं खींची जा सकती है? 


5, एक तल में 5 बिन्दु हैं, जिनमें कोई तीन संरेख नहीं हैं। इन्हें मिलाने से बने त्रिभुजों की संख्या 
ज्ञात कीजिए | 


6. 2 व्यक्ति एक कक्ष में मिलते हैं प्रत्येक व्यक्ति शेष सभी व्यक्तियों से हाथ मिलाता है। इस प्रकार 
हुए कुल हस्थ-मिलान की संख्या ज्ञात कीजिए। 


« एक अलमारी में 7 विभिन्‍न गणित की पुस्तकें, 5 विभिन्‍न भौतिकी की पुस्तकें हैं। 3 गणित और 3 
भौतिकी की पुस्तकों के कुल कितने समूह चयन किए जा सकते हैं? 

. 6 लाल गेंदों, 5 सफेद गेंदों, और 5 नीली गेंदों से 9 गेंदों के चुनने के कुल, तरीकों की संख्या ज्ञात 

कीजिए, यदि प्रत्येक समूह में प्रत्येक रंग की 3 गेंद हैं। 

5 लड़कों और 4 लड़कियों में से 3 लड़कों और 3 लड़कियों की कितनी टीमें बनाई जा सकती है? 

20, एक कक्षा में 3 लड़कियां और 6 लड़के हैं।6 व्यक्तियों की एक मनोरंजन समिति बनायी जानी है, 

जिसमें 4 लड़के और 2 लड़कियाँ हों। कितने प्रकार से समिति बनायी जा सकती है? 


9 उपलब्ध पाठ्यक्रमों से जिनमें दो पाठ्यक्रम अनिवार्य है; एक छात्र 5 पाठयक्रमों के प्रोग्राम को 
कितनी विधियों से चुन सकता है? 


52 ताश की एक गड्डी से 5 ताश के पत्तों के कितने संचय बनाए जा सकते हैं, यदि प्रत्येक संचय 
में ठीक एक इक्का हो? 


]7 क्रिकेट के खिलाड़ियों में से खिलाड़ियों की टीमें कितनी विधियों से बनायी जा सकती है, 
ताकि प्रत्येक टीम में ठीक चार गेंदबाज हों, जबकि कुल गेंदबाजों की संख्या 5 ही है? 


एक परीक्षा में यामिनी को प्रत्येक खण्ड से 4 प्रश्न चुनना है। प्रथम खंड, द्वितीय खंड तथा तृतीय 
खंड में प्रश्नों की संख्या क्रमशः 6, 7 और 8 है। कुल संभावित्त संचयों की संख्या ज्ञात कीजिए, 
जिसमें वह प्रश्नों का चयन कर सकती है। 


] 


त्् 


॥( 


"0 


] 


प्ले 


2 


नर 


22. 


> 


23, 


(३ 


2 


रि 


5.6 अनुप्रयोग 


पूर्व अनुभाग में हमने क्रमचचय और संचय का अध्ययन किया है। इस अनुभाग में हम इन 
संकल्पनाओं के अनुप्रयोगों का अध्ययन करेंगें। आइए कुछ उदाहरणों पर विचार करें। 


उदाहरण 28 (गोपनीय ताला समस्या).लोहे की आलमारियों तथा गोदामों इत्यादि में जो ताले 
प्रयोग में लाए जाते हैं, उन्हें गोपनीय ताले कहते हैं। वे विभिन्‍न प्रकार के होते हैं। उनमें से एक 
प्रकार के ताले में छिद्रयुक्त डायल होता है| मान लीजिए कि डायल में छिद्रों की संख्या 0 है 
प्रत्येक छिद्र में 0, , 2, ...,9 के अंक अंकित हैं | यह ताला त्तभी खुल सकता है, जबकि छः अंकों 
की एक विशिष्ट सांकेतिक संख्या डायल की जाती है| माना कि सांकेतिक संख्या 24956 है, 
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जिसका अर्थ है कि ताले को खोलने के लिए पहले 2 को और तब 4 इत्यादि को क्रमानुसार 
डायल करना है। उन प्रयासों की अधिकतम संख्या ज्ञात कीजिए जिनसे ताला खुलने में 
सफलता नहीं मिलेगी । 


हल सर्वप्रथम हम 0,,2,...,9 में से कोई एक अंक को चुन सकते हैं। इस प्रकार लाख के 
स्थान के लिए 40 विकल्प हैं। पुनः दस हजार के स्थान के लिए 0 विकल्प हैं, और आदि 
आदि। इसलिए सभी 6 अंकीय संख्याओं के बनाये जाने के संभव प्रयासों की संख्या 
0.0.0.0.0.0, अर्थात 0% होगी । 


इन प्रयासों में वह सांकेतिक संख्या भी सम्मिलित है, जिसको डायल करने-पर ताला खुल 
जाता है। अत: उन प्रयासों की अधिकतम संख्या, जिनसे ताला नहीं खुल पायेगा, ।000000 -] है, 
अर्थात 999999 है| 


टिप्पणी ध्यान दीजिए कि यहाँ हम ने उन संख्याओं पर भी विचार किया है, जो शून्य से भी 
आरंभ होती है, यथा 023497, 00092 और 000000 आदि भी | 


उदाहरण 29 टेलीग्राम संचार में मोर्स कोड का प्रयोग किया जाता है। इसमें अंग्रेजी वर्णमाला 
के सभी अक्षर, 0 से 9 तक के अंक और मात्रा चिन्हों (ण५70४०॥ ग्रथा८5) जिनमें से प्रत्येक 
को सामान्यतः एक कैरेक्टर कहा जाता है, को बिन्दुओं (608) और डैसों (०8७॥69») द्वारा 
निरूपित करते हैं। 


उदाहरणतः 8 को एक बिन्दु (.), 7 को एक डैस (-), 0 को तीन डैसों (---), $ को तीन 
बिन्दुओं (...) इत्यादि द्वारा निरूपित किया जाता है। इस प्रकार $0$ (...- -- ...) द्वारा 
निरूपित है | एक चिन्ह (डाट या डैस), दो चिन्हों, तीन चिन्हों, चार चिन्हों के प्रयोगों से कितने 
करेक्टरों को संचारित किया जा सकता है? यह भी ज्ञात कीजिए कि अधिकतम चार चिन्हों के 
प्रयोग से कुल कितने करेक्टर संचारित किए जा सकते हैं? 


हल एक समय में चिन्ह ( या-) के एक बार प्रयोग से 2! अर्थात 2 करेक्टरों को संचारित कर 
सकते हैं। एक समय में दो चिन्हों के एक साथ प्रयोग से 2* अर्थात 4 करेक्टर (--, . .,-., .-) को 
'संचारित कर सकते हैं। इसी प्रकार एक समय में तीन चिन्हों के एक साथ प्रयोग से 23 और 4 
चिन्हों के एक साथ प्रयोग से 24 करेक्टर संचारित कर सकते हैं। इसी प्रकार , 2, 3 या 4 चिन्हों 
के प्रयोगों से कूल संचारित करेक्‍्टरों की संख्या 

ू2+ 22 + 23+ 26 - 30 


उदाहरण 30 आकृति 5.6 में हम देखते हैं कि इसमें 4 क्षेतिज खाने (या मार्ग) और 3 ऊर्ध्व 
खाने (या मार्ग) है। इसे 4» 3 ग्रिड (570) के नाम से जाना जाता है सीमा & से 8 तक जाना 
चाहती है। परंतु उसे अनुदेश है कि उसे केवल दाहिने और केवल ऊपर की ओर ही जाना है, 
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परन्तु क्रम आवश्यक नहीं हैं। उसके लिए संभावित मार्गों की संख्या कितनी है? 





आकृति 45.6 


हल माना क्षितिज गति को, संकेत प्त से तथा ऊर्ध्वाधर गति को 9 से प्रदर्शित किया जाता है | 
अनुदेश, जिसका सीमा को पालन करना है, के अंतर्गत आकृति 5.6 में एक ऐसा मार्ग दिखाया 


गया है जो 4 प्नतथा 3५ से बना है। वास्तव में दिए हुए अनुदेश के अंतर्गत, प्रत्येक मार्ग अवश्य 
ही 48 तथा 39 से बनेगा। 


प्रमेय 3 के अनुप्रयोग से 4 और 3५ से बनाए गए कुल विभिन्‍न क्रमचयों की संख्या 
(4+3)! 


?> बाज ८ 
द्वारा प्राप्त होती है। 


टिप्पणी इस तथ्य को 7%# ग्रिड के लिए भी बढ़ाया जा सकता है| 


प्रश्नावली 5.5 


. एक फैक्ट्री में उत्पादित वस्तु के लिए क्रमांक इस प्रकार बनाए जाते हैं कि उसमें पहले दो अक्षर 
हों तथा उसके पश्चात चार अंक (0 से 9) आएं | यदि अक्षर अंग्रेजी वर्णमाला के प्रथम क: अक्षरों 


से बिना पुनरावृति के लिए जाएं तथा किसी क्रमांक में अंकों की भी पुनरावृति न हो तो कितने 
विभिन्‍न क्रमांक संभावित हैं? 


2. सूटकेस में एक संख्या-ताला लगा है, जिसमें तीन चक्र हैं, और प्रत्येक पर 0 से 9 तक दस अंक 
अंकित हैं। यदि ताले के खोलने में तीन अंक के एक विशिष्ट अनुक्रम जिसके अंक पुनरावृत नहीं 
है, का ही प्रयोग होना है, तो सभी संभाव्य अनुक्रमों की संख्या ज्ञात कीजिए 


3. एक ग्राहक बैंक में स्वचालित टैलर मशीन (#एरणाब्रा० ताक /9ना॥०) के -चार अंकीय कोड को 
भूल जाता है| तथापि उसे याद है कि इस कोड के अंक 3, 5, 6 और 9 हैं। सही कोड को प्राप्त 
करने के लिए आवश्यक प्रयासों की अधिकतम संख्या ज्ञात कीजिए 
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4. एक व्यक्ति को » से 8 तक जाना है। परंतु उसे » के केवल दाईं ओर या & के ऊपर की ओर 
चलने की ही (इस क्रम में आवश्यक नहीं) अनुमति है। ऐसा एक मार्ग आकृति 5.7 में दिखाया 
गया है। ज्ञात कीजिए कि उस व्यक्ति को # से 8 तक जाने के लिए कुल कितने मार्ग उपलब्ध 


हैं। 
॥&] 


आकृति 45.7 


5. तीन व्यक्तियों &, 8 और 0? को तीन कार्यों ।] और पा को करने के लिए कितने क्रमों में सौंपा 
जा सकता है, यदि एक व्यक्ति को केवल एक ही कार्य दिया जाता है और सभी व्यक्ति प्रत्येक कार्य 
को करने में सक्षम है? कायों को किस क्रम में सौंपने से न्यूनतम समय लगेगा, यदि विभिन्‍न 
व्यक्तियों द्वारा प्रत्येक कार्य को करने में लगा समय (घंटों में) निम्नांकित हैं: 











6. मोर्स कोड संबंधी उदाहरण 29 पर पुनः विचार कीजिए | कितने करैक्टर संचारित किए जा सकते 
हैं, जिनमें 
6) ठीक पाँच चिन्ह प्रयोग.किए गए हों? 
(॥) अधिकतम पाँच चिन्ह प्रयोग किए गए हों? 
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7, आनुवंशिक कूट (इथआ०० ००१७) के अध्ययन में रत एक जीव-विज्ञानविद की यह जानने में रूचि 
है कि एक श्रृंखला में 2 अणुओं '7०००४७७) को कितने प्रकार से व्यवस्थित किया जा सकता 
है जबकि किसी श्रृंखला में 4 विभिन्‍न प्रकार के अणु हैं, जिन्हें पूर्वाक्षरों & [ऐडेनीन (&0७॥॥6) के 
लिए] ८ [साईटोसिन (090587०) के लिए], 5 [ग्वानीन (००) के लिए] और '' [थायमीन 
(४/ए॥०) के लिए] द्वारा व्यक्त किया गया जाता है और प्रत्येक प्रकार के तीन अणु लिए जाते 
हैं। विभिन्‍न प्रकार के कूल कितने विन्यास संभव हैं? 


(संकेत : एक ऐसा विन्यास &७७०७००७०७०१"' हो सकता है|) 


| विविध प्रश्नावली 


क्रमचय और संचय पर आधारित यहाँ हम कुछ और उदाहरण देंगे जिनमें कुछ ऐसे उदाहरण 
भी हैं, जिनमें दोनों के प्रयोगों की आवश्यकता होती है। 


उदाहरण 3। कितने प्रकार से 4 लड़कों और 3 लड़कियों को एक पंक्ति में बैठाया जा सकता 
है, जिससे दो लड़कियाँ साथ साथ न हों? 


हल मान लीजिए कि चार लड़के 8, , 8,, 8, और 8, हैं। 


चूँकि दो लड़कियों को साथ नहीं बैठना है, ऐसा तभी होगा जब लड़कियाँ नीचे दिए गए 
»” से अंकित स्थानों पर ही बैठायी जाएँ, 
< 9]% 8, * 3. * 3, २ 
ये 5 स्थान हैं, जिनपर लड़कियाँ बैठ सकती हैं। इन पर वे 57, अर्थात 60 प्रकार से बैठ 
सकती हैं। साथ ही 4 लड़के निर्दिष्ट स्थानों पर ९, अर्थात 24 प्रकार से बैठ सकते हैं। 


“- अतः लड़के व लड़कियों के बैठने के प्रकारों की अभीष्ट संख्या 60:224 अर्थात 440 है। 


उदाहरण 32 ज्ञात कीजिए कि शब्द &0५व के सभी अक्षरों के प्रयोग से कितने शब्द बन 


सकते हैं। यदि इन शब्दों को शब्दकोष में लिखे जाने की तरह से लिखें तो 50 वाँ शब्द कौन 
सा है? 


हल शब्द ॥09/ा के सभी अक्षरों के प्रयोग से बने कुल शब्दों की संख्याउतृत्र[ 5 60 है। 
(प्रमेय 3 द्वारा) & से प्रारंभ करके प्रथम शब्द ७७०३९, दूसरा शब्द &«05!भ इत्यादि हैं।इस 
प्रकार & से प्रारंभ करके और अन्य चार अक्षरों के प्रयोग से 4! अर्थात 24 शब्द बनते हैं | ये प्रथम 


24 शब्द हैं। तब 0 से आरंभ करके और &, &,[ और [४ को विभिन्‍न प्रकार से व्यवस्थित करके 
4! 45 5 
कुल जात 5 5 शब्द बनते हैं। 


इसी प्रकार दूसरे अक्षर [ से आरंभ होने वाले 2 शब्द हैं। ऐसा करने पर अब तक 48 शब्द ' 
बन चुके हैं। 49 वाँ शब्द १7५५0 है। और 50 वाँ शब्द ९५ ५॥6 हैं। 
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उदाहरण 33 3 स्वरों और 2 व्यंजनों के प्रयोग से कूल कितने शब्द पप५0ा,एफ शब्द के 
अक्षरों से बनाए जा सकते है? 
हल शब्द ॥7ए०0,ए४ में 4 स्वरों ।, 0, 8, ए और 4 व्यंजनों नामतः ५, ७, ।, और '' हैं | हमें 3 
स्वरों को (कुल 4 से) और 2 व्यंजनों को (कुल 4 से) चुनना है। 

4 स्वरों से 3 स्वरों को चुनने के विभिन्‍न प्रकार >*0. -4 

4 व्यंजनों से 2 व्यंजन चुनने के विभिन्‍न प्रकार >0, 5८6 

इस प्रकार 3 स्वरों और 2 व्यंजनों के कुल संचयों की संख्या 4» 6 अर्थात 24 है। 

अब इन 24 संचर्यों में से प्रत्येक में अक्षरों की संख्या 5 है, जिन्हें अपने ही बीच 57, प्रकार 
से विन्यासित कर सकते हैं। इसलिए विभिन्‍न शब्दों की कुल संख्या 24:55! अर्थात 2880 है। 


उदाहरण 34 2 खिलाड़ियों के एक समूह से 8 खिलाड़ियों की एक टीम चुनी जानी है। तब 
इन 8 में से एक कप्तान और एक उपकप्तान चुने जाने हैं | कितने प्रकार से टीम चुनी जा सकती 
है? 

हल [2 खिलाड़ियों के चयन के कुल ढंग !2(' अर्थात 495 हैं। कप्तान और उपकप्तान इन 8 
खिलाड़ियों से १९, अर्थात 56 प्रकार से चुने जा सकते हैं । 

अतः चयनों की कुल संख्या 495 » 56 अर्थात 26720 है | 

उदाहरण 35 ॥0 प्रश्नों वाले एक गणित के प्रश्न पत्र में प्रश्नों को दो खंडों में विभकत किया 
गया है और प्रत्येक खंड में प्रश्नों की संख्या बराबर है। एक विद्यार्थी को कुल 6 प्रश्नों को इस 


प्रकार हल करना है कि प्रत्येक खंड से कम से कम 2 प्रश्न अवश्य लिए जाए। विद्यार्थी कितने 
प्रकार से प्रश्नों का चयन कर सकता है? 


हल छात्र को कुल छः प्रश्नों का चयन करना है, जिनमें कम से कम दो प्रश्न प्रत्येक खंड के 
हों। सभी संभावित विकल्प निम्नांकित हैं| 

विकल्‍प खंड] खंडवा 

(0) 2 4 

() 3 3 

(0) 4 2 

यदि छात्र विकल्प 6) का चयन करता है, तो उसके द्वारा प्रश्नों के चयन के कुल प्रकार 
50, » “८, हैं। 
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यदि छात्र विकल्प (9) का चयन करता है, तो प्रश्नों के चयन के विभिन्‍न प्रकार 
» 50. हैं। इसी प्रकार (8) के अनुसार प्रश्न चयन के विभिन्‍न ढंग “९, » 5८. हैं। 


: छात्र द्वारा प्रश्नों के चयन करने के विभिन्‍न प्रकारों की अभीष्ट संख्या 


(5०, »50.)+ (0, » 0.) + 60, » 50.) 
-([0 ५ 5) + (0» 0)+ (5 » 0) 
550 + 00 + 50 5 200 


अध्याय 5 पर विविध प्रश्नावली 


5 लड़कों और 3 लड़कियों को एक पंक्ति में कितने विभिन्‍न प्रकारों से बैठाया जा सकता 
है, जिनमें कोई भी दो लड़कियाँ साथ साथ नहीं बैठती हैं? 


5 पुरूषों और 4 महिलाओं को एक पंक्ति में इस प्रकार बैठना है कि महिलाएं सम स्थानों पर 
बैठें। ऐसे कितने विन्यास संभव है? 


तीन--अंकों की कितनी सम संख्याएं ऐसी हैं, जिनमें यदि एक अंक 5 हैं, तो उससे अगला 
अंक 7 है? 


. 5अंकों की कितनी संख्याएं अंकों 0,3,5,7, और 9 से बनायी जा सकती हैं, जब कोई अंक 


की पुनरावृति नहीं है? इनमें से कितने 0 से विभाज्य हैं? 


अंकों ,2,3 और 4 से कितनी ऐसी प्राकृत संख्याएं बनायी जा सकती हैं, जो 432॥ से बड़ी 
न हों, यदि अंकों की पुनरावृति हो सकती हो? 


, शब्द »४,9588२» के अक्षरों को एक पंक्ति में कितने प्रकार से व्यवस्थित किया जा सकता 


है, यदि 
0) दो & साथ साथ हैं? 
(४) दो & साथ साथ नहीं हैं? 


, 5 लड़कियों और 5 लड़कों को एक बेन्च पर लड़कों और लड़कियों के एकान्तर क्रम में 


बैठाया जाना है। उनके बैठने की व्यवस्थाओं की कुल संख्या ज्ञात कीजिए | कितने विभिन्‍न. 
प्रकार से वे एक गोल मेज के चारों ओर बैठ सकते हैं, जिससे लड़के और लड़कियां 
एकांतर क्रम में हो? 


* 8 व्यक्तियों से हम 6 व्यक्तियों को चुनना चाहते हैं, परंतु प्रतिबंध यह है कि यदि & चुना 


जाए तो 9 अवश्य चुना जाय। कितने प्रकार से चयन किया जा सकता है? 


] 


] 


] 


] 


] 


व्‌ 
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. यदि ए%० शाप 70 शब्द के सभी अक्षरों के विभिन्‍न विन्यासों को शब्दकोष की भांति 


0. 


]. 


2. 


3, 


4. 


5. 


क्र 


सूचीबद्ध किया जाया तो सूची में &से आरंभ होने वाले प्रथम शब्द के पूर्व कुल कितने शब्द 
हैं? ह 

एक लड़के के पास पुस्तकालय के तीन टिकट हैं और पुस्तकालय में उसकी रूचि की 8 
पुस्तकें हैं| इन 8 पुस्तकों में से वह गणित खंड ॥ को तब तक नहीं लेता है जब तक गणित 
खण्ड [न लिया जाय | पुस्तकालय से 3 पुस्तकों को लेने के लिए वह इनका चयन कितनी 
विधियों से कर सकता है? 

खेलों के लिए दो कक्षाओं ज्ा तथा जा में से ।। विद्यार्थियों की एक टीम इस प्रकार बनाई 
जानी है कि प्रत्येक कक्षा से कम से कम 5 विद्यार्थी अवश्य लिए जाएं। यदि प्रत्येक कक्षा 
में 25 विद्यार्थी हों, तो टीम कितने प्रकार से बनाई जा सकती है? 

25 छात्रों की एक कक्षा से 0 छात्रों को एक शैक्षिक पर्यटन दल के लिए चुना जाना है। 
तीन छात्रों ने यह निश्चय कर लिया है कि या तो वे तीनों ही जायेंगे या उनमें से कोई नहीं 
जायेगा। पर्यटन दल के चयन करने के विभिन्‍न प्रकारों की संख्या ज्ञात कर लीजिए। 
एक छोटे से गाँव में 87 परिवार हैं| इसमें 52 परिवार ऐसे हैं कि जिसमें अधिकतम 2 बच्चे 
हैं| ग्नमीण विकास कार्यक्रम के अंतर्गत 20 परिवारों को चुना जाना है, जिन्हें सहायता प्रदान 
की जाएगी। इनमें से कम से कम 8 परिवार ऐसे होने चाहिए जिनमें अधिकतम दो बच्चे 
हों। सहायता के लिए कितनी विधियों से परिवारों का चुनाव हो सकता है? 

3 लड़कों और 3 लड़कियों को एक गोल मेज के चारों ओर इस प्रकार बैठाना है कि लड़का 
& के पास कोई लड़की न बैठे और लड़की 8 के पास कोई लड़का न बैठे | कितनी विधियों 
से इन्हें बैठाया जा सकता है? 

आकृति 5.8 में 6 वर्गों की एक पट्टी दी हुई है। प्रत्येक वर्ग को 0 विभिन्‍न रंगों में से 
किसी एक द्वारा इस प्रकार रंगा जाना है, कि दो आस-पास के वर्ग एक ही रंग के न हों। 
पट्टी के रंगने के विभिन्‍न प्रकारों की संख्या ज्ञात कीजिए | 


की है थी की शी 20 


आकृति 5.8 


. एक सिनेमा हाल में तीन विवाहित दंपतियों को एक पंक्ति में जिसमें 6सीटे हैं, बैठाना है। 


यदि पति पत्नी एक साथ बैठें तो वे कितने प्रकार से बिठाये जा सकते हैं? 
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07. एक समूह में 4 लड़कियों और 7 लड़के हैं। 5 सदस्यों की कितनी टीमें बनायी जा सकती 
हैं, यदि ठीम में 


0) लड़कियाँ न हों? 
(४) कम से कम | लड़का और । लड़की हों? 
(४) कम से कम ३ लड़कियाँ हों? 
8. 9 लड़कों और 4 लड़कियों से 7 सदस्यों की एक समिति बनाई जानी है। इसको कितने 
प्रकार से बनाया जा सकता है, ताकि समिति में 
0) ठीक 3 लड़कियाँ हों? 
(|) कम से कम तीन लड़कियाँ हों? 


70. एक परीक्षा के एक प्रश्नपत्र में 2 प्रश्न दो खण्डों [और प में विभक्त हैं, जिनमें क्रमशः 5 
और ? प्रश्न हैं| एक विद्यार्थी को कुल 8 प्रश्न इस प्रकार करने हैं, कि प्रत्येक खण्ड से कम 
से कम 3 प्रश्न अवश्य किए जाएं। कितने विभिन्‍न प्रकारों से एक विद्यार्थी प्रश्नों का चयन 
कर सकता है? | । 

20. 52 पत्तों की एक गडडी 


ईडी से 5 पत्तों के कितने संचय ऐसे बनाए जा सकते हैं, कि इन पत्तों 


एक राजा हो? 


24, अंग्रजी वर्णमात्ना में 5 स्वर और 2 व्यंजन हैं। इस वर्णमाला के दो विभिन्‍न स्वरों और दो 
विभिन्‍न व्यंजनों से कूल कितने शब्द बनाए जा सकते हैं? 


22. ४ विभिन्‍न वस्तुओं से एक साथ +लेकर बनाए गए ऐसे क्रमचयों की संख्या ज्ञात कीजिए 
जिसमें दो विशिष्ट 


जट वस्तुएं साथ साथ हों? 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


| और संचय की संकल्पना की अवधारणा जैन धर्म के अभ्युदय और 
संभवत: और पहले हुई है। तथापि इसका श्रेय जैनियों को ही प्राप्त है, जिन्होंने विकल्प! 
शीर्षक के अर्न्तचगत इस विषय को गणित के स्वसंपन्‍न प्रकरण के रूप में विकसित किया। 


जैनियों में महावीर (सन्‌ 850 ई, के लगभग) संभवतः विश्व के प्रथम गणितज्ञ हैं, जिन्होंने 
#मपय और संचय के सूत्रों को देकर श्रेयस्कर कार्य किया। 

ईसा के पूर्व छठी शताब्दी में सुश्रुत ने अपने औषधि विज्ञान की सुप्रसिद्ध पुस्तक 
उ[ुत- संहिता में उद्घोषित किया कि 6 विभिन्‍न रसों से एक साथ एक, दो, ... आदि 
लेकर 63 संचय बनाए जा सकते हैं | ईसा से तीसरी शताब्दी पूर्व एक संस्कृतविद्‌ पिंगल 
ने दिए गए अक्षरों के समूह से एक, दो, ... इत्यादि लेकर बनाए गए संचयों की संख्या 


भारत में क्रमचय 


क्रमचय और संचय 


ज्ञात करने की विधि का वर्णन अपने सुप्रसिद्ध ग्रंथ छन्‍्द सूत्र में किया है। भास्कराचार्य 
(जन्म 4 ई* पूर्व) ने अपनी प्रसिद्ध पुस्तक लीलावती में अंकपाश शीर्षक के अंतर्गत 
क्रमचय और संचय प्रकरण पर उत्कृष्ट कार्य किया है। महावीर द्वारा प्रदत्त "0, और "7, 
के सूत्रों के अतिरिक्त भास्कराचार्य ने विषय संबंधी अनेक प्रमेयों और परिणामों का 
उल्लेख किया है। | 


भारत के बाहर क्रमचय और संचय संबंधी प्रकरणों पर कार्य का शुभारंभ चीनी गणितज्ञों 
द्वारा उनकी सुप्रसिद्ध पुस्तक आई किंग (-#|8 - 807०८ ० ('थशाए०७) में वर्णित है। इस 
कार्य के सन्निकटकाल को बता पाना कठिन हैं, क्योंकि 23 ई. पूर्व में तत्कालीन सम्राट 
ने आदेश दिया था कि सभी पुस्तकें तथा हस्तलिखित पाण्डुलिपियाँ जला दी जाएं। 
सौभाग्यवश इसका पूर्ण रूप से पालन नहीं हुआ। यूनानी और बाद में लैटिन गणित्तज्ञों 
ने भी क्रमचय और संचय के सिद्धान्त पर कुछ छिटपुट कार्य किये हैं। 


कुछ अरबी और हेब्रो लेखकों ने भी क्रमचय और संचय की संकल्पनाओं का प्रयोग ज्योतिष 
के अध्ययन के लिए किया | उदाहरणतः रब्बी बेनईजरा (२४४७७ ७०१ 5279) ने ज्ञात ग्रहों की 
संख्या से एक बार में एक, दो ... आदि लेकर बनाए संचयों की संख्या ज्ञात की। यह कार्य 
40 ई. पूर्व में हुआ। ऐसा प्रतीत होता है कि रब्बी बेन इजरा को “0, का सूत्र ज्ञात नहीं 
था। तथापि बे इससे परिचित थे कि # और +के कूछ विशेष मानों के लिए "(', + "0... 
होता है 32] ई. में हेब्रो लेखक, लेवी बेन जर्सन (.०शं छा 5०5०० ने "?, , ”?, के सूत्रों 
के साथ “८, के व्यापक सूत्रों को. बतलाया। 


प्रथम ग्रंथ जिसमें क्रमचय और संचय विषय पर पूर्ण और क्रमबद्ध कार्य आर्श कन्जैक्टण्डी 
(५७7६ 0'०पं००४४७४०) है जिसका लेखन स्विस गणितज्ञ जैकब बरनौली (8200 छ8८णाठपर 
654-705 ई.) ने किया। इसका प्रकाशन उनके मरणोपरांत 73 ई. में हुआ। इस 
पुस्तक में मुख्यतः क्रमचय और संचय के सिद्धांतों का ठीक उसी प्रकार वर्णन है जैसा कि 
हम आजकल करते हैं। ह 
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द्विपद प्रमेय 2 
(00४७ पा) / 


6. भूमिका 


हम पहले सीख चुके हैं कि एक द्विपद का दूसरे द्विपद से या द्विपद का स्वयं से कैसे गुणा किया 
जाता है। एक द्विपद का वर्ग तथा घन वास्तविक गुणा द्वारा ज्ञात करना कठिन नहीं है। 
उदाहरणतः 

(६+ ४)25(६+ ४) (ध+ 9) 5 4 + 260'+ #* 

(6+ 9) <(६+ ४) (8+ 2) > 4 + 3479 + 369 +9? 

लेकिन द्विपद के उच्च घातों को ज्ञात करने की प्रक्रिया जैसे, (+ ४), (६ + ४)", 
(४+४), आदि अधिक कठिन हो जाती हैं| इसलिए, हम एक सूत्र पर विचार करते हैं, जिससे 
एक द्विपद के उच्च घात ज्ञात करने में सहयोग मिलेगा। 

इस अध्याय में, हम एक महत्वपूर्ण प्रमेय जिसे द्विपद प्रमेय कहते हैं, का अध्ययन करेंगे एवं 
सिद्ध करेंगे कि इससे हमें (४+४)' के प्रसार की व्यापक विधि प्राप्त होती है जहाँ घातांक # 
एक पूर्णांक या परिमेय संख्या है। इसकी उपपत्ति में क्रमशः अध्याय 3 एवं [5 में अध्ययन किए 
हुए गणितीय आगमन तथा संचयात्मकी संबोधों (/७॥४॥४०7५०७) का अनुप्रयोग होगा। 
6.2 धन पूर्णाँकों के लिए द्विपद प्रमेय 
निम्नलिखित ज्ञात सूत्रों का पुनः स्मरण कीजिए : 

[ध न 000 | 

(६+ ४) <4+ 8 

[4+09)* 5 + 240 + 0? () 

(4 + 8) + 4 + 3679 + 389* + 8? 
वास्तविक गुणा द्वारा, हम प्राप्त करते हैं, 


द्विपद प्रमेय 557 


(.+9)4- ८7 + 4479 + 6429? + 4403 + ४4 ॥ 
(2) 


( + 8)* न 7 के 5479 + 404792 + 04280 + 549७7 +४9 


इस प्रकार, निरंतर गुणा करने पर हम आसानी से अनुमान लगा सकते हैं कि (४+ ४)" 
के प्रसार का व्यापक सूत्र का रूप 


(.+9)" ८ बा + ८ वां 9+ ८५ व"? 92+... + ८, ८ 2"! +४” होगा । 


हमें गुणांकों ०, ८५, . - ७ ०... के ज्ञात हो जाने पर हमारे उद्देश्य की पूर्ति हो जाएगी। 
इसके लिए, सर्वप्रथम हम, () तथा (2) के प्रसार के गुणांकों को देखते हैं और उन्हें निम्न 
प्रकार से सूचीबद्ध करते हैं 


(यह सर्वविदित पास्कल त्रिभुज है) 


यही गुणांक संचयात्मक रूप में द्विषद गुणांक कहलाते हैं। इन्हें पुनः निम्न प्रकार लिखा 
जा सकता है : 
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0! 
07 00-0! 


अतः, () तथा (2) के प्रसार पुनः निम्नांकित रूप में लिखे जा सकते हैं 


टिप्पणी १! ] 


(८ + 9)? - "(९५ 

(६ + 9 - (0७6+ ९० ४ 

(व + 97-00 4 + 0 48 + 0५ ४* 

(४ + 9 570५०) + 0 ८ ४+ 0, 4०+ 0५ ४* 

(6 + 0)< “0, ८ + (0 ८! 8 + 0, 4 6 + 0५ 4७ + 0, ४7 

के 0 ८-0 व८ॉ+कफक 0 .०9+0,८ 9४ + 0, ० ४/+ (0, ०9 + 0; ४* 


इसी प्रकार निरंतर, हम आसानी से किसी धन पूर्णाक # के लिए (४+ ४)" का प्रसार लिख 
सकते हैं। इसे निम्नलिखित प्रमेय, के रूप में जाना जाता हैं जिसे द्विपद प्रमेय कहते हैं। 


प्रमेय  (द्विपद प्रमेय) किसी धन पूर्णाक # के लिए, 
(द +- 9)" ८ १0027 +/0| क9 +0, धर प्र मे 7(! 4 हरा +/0,0" 


जहाँ 0 € # €# के लिए, ९6 --_ध 
/ #[(-+/)! 


6.2.. उपपत्ति-गणितीय आगमन सिद्धान्त द्वारा 
मान लीजिए कथन 7?(४) निम्नलिखित है: 
(८+9)/ 5 “ए0८/+ए। "9 +0, ८"? ४ + ...+ “0,_० 2/7+"0,७/ जहाँ #% 
कोई धन पूर्णाक है| 
प्रथम, हम ९(।) की सत्यता की जाँच करते हैं| #<-।[ लेने पर, 
कथन ए() ; (8+४2) # 0,०+ ९४. 
5 6०+£,जो सत्य है। 


अब मान लीजिए कि 7(४) , किसी धन पूर्णाक & के लिए सत्य है। हम सिद्ध करेंगे कि 
7 (८+!) भी सत्य है। 
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अब (6+ 2) < (ध+ 8). (४+ 8) 


(६+ ०). [#९५४५+ “९ ८०४४७+ . . .+ 00 40०४7+ ८, ४] 
(क्योंकि ?()) सत्य मान लिया गया है) 
| वी +ए४०+,..+ (0५ | ० ४००!+ ९, 4४ 
+00००+ए ००४2+ , . .+ *८,_| +ए, 2 
(वास्तविक गुणा द्वारा) 
047 + (९ + 0.) ८४४ +(0,+*0) ०४ ४2+ ... 


+ ((,+९,_) 4४ + (४0४7) 


॥| 


(समान पदों के समूह बनाकर) 
| लाता क काट ब४७+०0, ८0624 , . .+#0,400+ #८, 07 
निम्न का प्रयोग करते हुए 
6) #(5] 5 0, 
(0) “0,.+/0,, 5 0, 
तथा 0) “0. [<- “९. 
इससे सिद्ध होता है कि यदि ए(४) सत्य है तो 7 ॥#]) सत्य है। इसलिए, गणितीय 
आगमन सिद्धान्त द्वारा, प्रत्येक धन पूर्णांक # के लिए 7७) सत्य है। 
अतः द्विपद प्रमेय प्रत्येक धन पूर्णाक घात # के लिए सत्य है। 
नोट 
. उपर्युक्त द्विपद प्रमेय घातांक #-0 के लिए भी सत्य है। 
2. प्रमेय का संक्षिप्त रूप .इस प्रकार है .. 


(८+०)" 529, "0, ८"“४* . (3) 
ध्च्0ी 


(3) के दाँये पक्ष में सिग्मा (अंशा78) संकेतन का अर्थ 


+ 0 ०790+7 0 ८7४7 9+... +”0, ८" ४" है, जहाँ 705 ]->677९ 


560 गणित 


विकल्पत:, द्विपद प्रमेय को संचयात्मक तर्क का प्रयोग करके भी सिद्ध किया जा 
सकता है जो निम्न प्रकार है : 


किसी #€ पके लिए, लिखते हैं 


(४+9)" ८ (६+४) (४+४) .... (४+४) 


# गुणनखण्ड ही 
देखिए बंटन नियम के क्रमिक प्रयोग से हम लिख सकते हैं कि 
(६+89) ->६+ ४ 
(ध+ 9)2. ८(६+ 89) (६+ 82) 


दध+ ध0+ 0८ न+-06 + 8.8. 


(.+ 0) (८+ 9) (६+ 9) (६+ 2) 


से ध. ध. ध.+ 4. ६. 0+ 4. 0. 4+ 89. 6. ६+ 4. 0. 9 
+ 0. 9. 6+ 8. 6. 9+ 0. 9. 2 

अब, व्यापक रूप से (4) के दाये पक्ष के प्रसार से हम प्रत्येक # गुणनखण्डों (6+ ४) में 
से 4या 9 के लिए एक चयन करेंगे [उदाहरणतः: सभी सम्भव क्रम में हम प्रत्येक # गुणनखण्डों 
(५+४) में से ८ छाँटकर ७, ७,, 4, . . .,०2 का चयन और प्रथम (४-) गुणनखण्डों से & तथा शेष 
अन्तिम गुणनखण्ड से 9 छाँटकर 6. 6. ....०४ . ७ का चयन कर सकते हैं इसी तरह सभी सम्भव 
क्रम में #-2) गुणनखण्डों से '४' तथा शेष दो गुणनखण्डों से '#” का चयन करते हैं इत्यादि] 
चयनित क्रम में इन चयनों का गुणा करते हैं तथा सभी संभव परिणामी गुणनखण्डों को जोड़ लेते 
हैं। 
इससे प्राप्त होता है, 
(ध+89)/ > दध.६. .. ६ 

+द, . , ...9+द., 4 ...09.4+...+89.6. 6 . , , 6 


+4,4., ..6, 8. 9.+4. 6 . ..8. 9. 6 + . कर 


+६., 8. 8. . . .7+ 29.9. 92 . ,,.9+,.. +9. 2. . . 9. 4. 
+09.29... 08. (5) 


न एुबाकतबा9+ 0, 4८7०2+ , ..+०, | ८ /"४7+०७, ४7 
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2. 


। हज ध;्‌ क्ष् पा (6) 


&च0 
जहाँ ०३० >0०, तथा ७| ०,, . . .,०,..। वस्तविक संख्याऐँ हैं जिन्हें ज्ञात करना है। 
संख्या ०, को ज्ञात करने के लिए, देखिए कि ०, (६-0, , 2, .. ., ») (5) के दायें पक्ष 
के पदों की संख्या है जिसमें 9 के #गुणनखण्ड तथा & के (/-#) गुणनखण्ड हैं । वस्तुत:, संख्या 
०, उन शब्दों की संख्या के बराबर है जो # अक्षरों से बने हैं जिनमें से #, 9 है तथा (४-2, 
6 हैं। इसलिए, अध्याय 5 की प्रमेय 3 के अनुसार 


/१ | ग्र (0 


शी 7 रत 
है। 
इस प्रकार (6) को ऐसे लिखा जा संकता है 


(दर + 9)" गम कक द्ष्ा 9 


६-0 
नोट द्विपद प्रमेय की उपर्युक्त संचयात्मक उपपत्ति # 50 के लिए सत्यापित नहीं है, जबकि, 
आगमन विधि से यह उचित है। 


ध्यान दीजिए : 


]. (४+४)" के प्रसार में पदों की संख्या (४+ )) हैं | दूसरे शब्दों में (४+ ४)" के प्रसार में पदों 
की संख्या घातांक # से एक अधिक है। 


2. प्रसार के उत्तरोत्तर पदों में, ८ की घातें एक के क्रम से घट रही हैं, अर्थात्‌ # से प्रारम्भ 
होकर, फिर #-, . . . और अन्त में शून्य । इसके विपरीत £ की घातें एक के क्रम से बढ़ रही 
है अर्थात्‌ 0 से प्रारम्भ होकर, फिर ,.. ., और अस्त में # है। 


3, प्रत्येक पद में & तथा & की घातों का योग #-है। 


4. द्विपद गुणांकों को निम्नलिखित पास्कल के त्रिभुज ( जिसे पिंगल द्वारा प्रस्तुत मेरूप्रस्थ भी 
कहा जाता है) द्वारा स्मरण किया जा सकता है। 


पास्कल त्रिभुज में हम निम्न की ओर ध्यान देते हैं : 
0) त्रिभुज की प्रत्येक पंक्ति का प्रारम्भ तथा अन्त से होता है। 


(४) एक पंक्ति-की कोई प्रविष्टि, पूर्व पंक्ति की दो क्रमागत प्रविष्टियों, जिनमें से एक तुरंत 
बाँयी ओर तथा दूसरी तुरंत दाँयी ओर है, का योगफल होती है। 
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: द्विपद के घातांक द्विपद गुणांक 


0 । [ 
दि व ९ रहा ] 
| 2) ह ज् 2 च्ज््हं 
3 ] लुक 3 इक ५ 3 ख्््डः 
4 ॥ ज 4 जज 6 जड़ 4 जज 


5 5 40 0 5 


ह्विपद प्रमेय की कुछ विशिष्ट स्थितियाँ 


]. 


(८+ ४)" के प्रसार में 6०> तथा 9< -» लेकर हम पाते हैं, 

(४-9) 00 ्र- *ट पा + *(्‌ क्रतार 92 0 (-)" ५ कै 7, 
(यहाँ ध्यान दीजिए कि प्रसार के पद एकान्तर क्रम में धनात्मक तथा ऋणात्मक हैं |) 
45८ । तथा 9७-» लेकर, हम पाते हैं, कि 


(++"7 >ए+ "| >+"ए:०2+... + ८, #//, 
इसी प्रकार, 6« तथा ४5-» लेकर हम पाते हैं 


((->)/ (०९९ >४+ ९, ४४ -... +(-4)" ”८, #. 


6.2.2 द्विपद प्रमेय में कुछ विशिष्ट पद 


4, 


(४+ 2)" के प्रसार का (॥+) वाँ पद "0! ८"? ४” है | इसे (४+ ४)" के प्रसार का व्यापक 
पद (0थालाथ पछग॥ा॥) भी कहते हैं। 


(६+ 8४)" के प्रसार के मध्य पद के बारे में, हम पाते हैं 
(क) यदि #सम (४४७४) है तो प्रसार के पदों की संख्या ॥+ ) एक विषम संख्या होती 
हैं। इसलिए मध्य पद (| | वाँ पद होता है। 


(ख) यदि # विषम (000) है तो (+ ) सम है। इसीलिए, प्रसार के दो मध्य पद, 
(2 प्फ्ज *) वाँ तथा जि + ] वाँ होते हैं। 
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] 28 


3, [> + न | , जहाँ £#0 है, के प्रसार में मध्य पद (७+]) वाँ पद है, क्योंकि 2# सम है। 
यह 
मध्य पद “0, ७" |] + “0, (अचर) 
यह पद < से स्वतन्त्र पद (06926 67 (870) (या अचर पद (एकाहांशा। 6॥॥) ) 
कहलाता है । 
उदाहरण ॥ निम्नलिखित का प्रसार ज्ञात कीजिए : 


6) (७+9१* ता) (३४-29 
2 ह 
() रे ++ ते + >्क्र0 (9५) ([- 5 + 32, 
हल ट्विपद प्रमेय से 
0) (७+ 570, (07 + *0/00/0)|+ “९, (050) 
+ 0५ (2: 0)? + ९५ (0 ७9)+ ८५ 607 
« हे कआ+ 5209+ 0 0 १ + 0 &« 9१ + 550// + #*, 
(0). (3४-29) < ९५0») + ९008.07(-२29) + *०५(३:)(-2/ 
| + 0307-29 + ९,७80 (-29)+९:(-259) 
हू 3.४ +5-36 . ४ (-2)9+ 0.3) ४7 (-2)? »* 
+ 0.37 ४? (-2)7 9 +5.3% (-2) / + (-2) »* 
243 < -80%/9+080%7 97 - 72057» +240:0 - 3297 , 


40, (४2) + "०७० के 'णण्) 
का 
० “ही बह “क) 

हि है 


32 6 
का 


८: 
सः 
न 
श्< 
एज 
रन 
हे | ० 
जे जी 
जे 
॥ ॥| 


अं + है% + 24 
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(५) #->४+ »? रखने पर, 
(।-++ 2) 5 (]+ 9) 

न ९ ()+ ,.6)0./+0,.72./2+ *(५..97 + (४ 
]+ 4(-छ& + 2?) + 6(-४& + 22)“ + 4(-5४ + ४2)? + (-& + 32) 
]+ 4८ (४- ) + 652 (६- )2 + 4४(४- )7 + | (८ - )4 
]+ 42 (४- ) + 622(४7 - 28 + ) + 4४7 (& - 32 + 3४- ) 


+>ी (< - 40 + 652 - 45 + !) 


॥| 


॥| 


]+ 452 - 45% + 6. - [20 + 6४2 + 400 - 2% + 2.४/ 
- 4>%+3 + ४0 - 457 + 6%0- 4७7 + #&। 

- ]-4%+ 0 £2- 6न्‍2 + 9४8 - 6 ४ + 0४0 -- 4४7 + /7, 
उदाहरण 2 यदि (+ 2“ के प्रसार में 2। वाँ तथा 22 वौाँ पद समान हों तो » का मान ज्ञात 
कीजिए | 

हल 2] वाँ पद 5 “0,५४४ है। 
... 22 वाँ पद 5 “0, »? है। 
क्योंकि दोनों पद समान हैं, हम पाते हैं 
40. 220 5 40, >! 
इससे प्राप्त होता है 
( 200 
9 (2 
(44)! , (20! » (23)! 
(20) # 84)! (44)! 
(44)! »६ (2॥) »« (20)! & (23)! 


280! # 84 # 63) # छक! 
2] 7 


ठ4 8 ' 


उदाहरण 3 दिखाइए कि (+:%)” के प्रसार में मध्य पद रे 27 >” हैं, जहाँ 


# एक धन पूर्णाक है। 
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हल (+>0” के प्रसार में (2४+]) पद हैं। अतः मध्य पद (+ ) वां पद है | इस प्रकार, मध्य 
पद ॥ 2 0, ()% -९ का >5 5 ट 8 


अब 
#्ठः > (27) ! गन .2-3-4 ... (28-॥) (2४) 
2! हक! 8! #! 
_ [:3-5 .., (-)] [2:4-:6 ... (20)] 
ध् ४! #! 
_ [73.5 ... (४४-[)|- 27[[-2-3 ... #] 
ध 2 ह#! 
है ].3.5 ... (20-॥) 2 
८) 

.3.5...(2# -) 


इसलिए. मध्य पद न्‍ 27 #! है| 
77: 


उदाहरण 4 ज्ञात कीजिए 
() (४+ 3)* के प्रसार में 5 का गुणांक 


]2 
(9) | - ट्र के प्रसार में से स्वतन्त्र पद, जहाँ ४0 , 


हल (0) मान लीजिए (४+3)* के प्रसार में ,४ , (#+]) वें पद में आता है जो १९, . (0४7. 
(3)' है। तब 8-#<5 अर्थात्‌ #+<3 


इसलिए, प्राप्त प्रसार में 5 का गुणांक 5१ 0 (3)) - 52 है। 


42 श 
(9) (> -- चर के प्रसार में (/+) वाँ पद 


तु ह श्‌ः 2 च्् 2 चल गा (्‌! ८7 

कु >> ख््‌ (७) दर ब्< (-) +7(2५ हा ढ 
»से स्वतन्त्र पद के लिए ]2-2750 अर्थत्‌ #+>6 । 
इस प्रकार 7 वाँ पद »से स्वतन्त्र है। 


इसलिए, अभीष्ट पद (-])6. /१९६-924. 
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उदाहरण 5 (४+४)" का मान ज्ञात्त कीजिए, यदि प्रसार के प्रथम तीन पद क्रमशः 729, 7290 
तथा 30375 हैं | 


हल (४+४)" के प्रथम त्तीन पद 60, “0, ८// 9 तथा "८, 4" 8: हैं। 


इसलिए. ४" 5 729 
॥ ८"7 ७ ८ 7290 हु 
श्र जा क्षार ७2 न्‍ 30375 ड़ 


(2) को (॥) से तंथा (3) को (2) से भाग देने पर, 


2७ _ 





क्री 


कु 0 (4) 
तथा हर शि न नि (5) 
(4) तथा (5) से ७, # का विलोपन करने पर, 
# 506 


तब () से 253 प्राप्त होता है जिसको (4) में प्रतिस्थापित करने पर 9-35 प्राप्त होता है। 
इसलिए, (ध+ 2)” < (3 + 5) - 87 
उदाहरण 6 » ज्ञात कीजिए यदि (+>) के प्रसार में (//+ 4) वें तथा (#-2) वें पदों के 
गुणांक बराबर हों। 
हल हम जानते हैं कि, (2//+ 4) वाँ पद ४९८५, , <5-०-3 है तथा (/-2) वाँ पद 
क्‍8( _ ,४5-7*3 है। क्योंकि इन पदों के गुणांक बराबर हैं, 

अत; १. ५ ध्य ही? मम 3 


यह तभी संभव है जबकि या तो 77+3-#-3 या 27+ 3 +#-3 - 8 हो 


पहली दशा संभव नहीं है क्योंकि #धनात्मक होना चाहिए। दूसरी दशा से #<6 प्राप्त होता है, 
जो अभीष्ट मान है। 


उदाहरण 7 यदि (]+५)” के प्रसार में ८, ८” तथा ८/"! के गुणांक समान्तर श्रेणी में हों तो 
सिद्ध कीजिए कि #? - #(4# + ) + 4*- 2 - 0. 


हल हम जानते हैं कि (/+ ) वाँ पद "(' & है और इसका गुणांक “(! है। इसलिए, ८"7,० 
तथा ८" के गुणांक क्रमशः *._, "0 तथा "', | हैं। परन्तु ये गरुणांक समान्तर श्रेणी में हैं, 
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इसलिए 
अं] र्फ | तत्2 7, 


0) ॥८॥। 29८ #! 


या हू हछ्काछू जा 5 हाफ 


] ] । ]._ 2 
या छा क्ृता-! | काठ कफजा कर | . #( /-)] 0-9) (/-#+-])|] 
|| ] 9 








या (0-7) (४-7 +]) ह हा ध्ड #(#-97) ' 
#(#+) + (8-7) (४-/+]) _ 2 
या. एछ-)कजनाकी)# कक). +-7) 


या +0+) + (४-7) (४-7 +) 5 2(+ ) (॥- # + !) 

या #+#+#ट-हऋऔ+7-का/++ॉ-+ रू 2 [2/-72+ #+7-/#+]] 
5 2क7-277+20+2 

या #४४-4+#-#+477-2 50 


अतः #2-%४ (4+#+) + 47“ --2 - 0 


प्रश्नावली 6. 
4. निम्नलिखित व्यंजकों का प्रसार कीजिए : 


ह ॥॒ ह 
2 
0) (-/06 ७) (॥-5) , (६४% 0) 
]] 
] 
(0 ( +%2+ 2 3)? (श) (>-्क] , (»# 0) 


2. गुणांक ज्ञात कीजिए 
(0) (४+3)” में «5»? का () (४-29) में ७ 9” का 60) (४+ 3)? में ,& का 


3. निम्नांकित के प्रसार में »से स्वतन्त्र पद, ४0, ज्ञात कीजिए - 


]4 द 6 [2 
() ( क न (9) हि कि ्झ्य () हे + दर) 
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4. 


40. 
4, 


2. 


3, 
4, 


5. 
6. 


47. 
48. 
9. 


निम्नांकित के प्रसार में व्यापक पद लिखिए : हा 
(0) (४-3) (0) (-<27 (9) (४ + क । 

(४-29) के प्रसार में चौथा पद ज्ञांत कीजिए | 

(। + 4)/*० के द्विपद प्रसार में, सिद्ध कीजिए कि ४”तथा ४८” के गरुणांक बराबर हैं। 
निम्नलिखित के प्रसार में मध्य पद ज्ञात कीजिए - ह 


३ प्र [0 
0) (3 न्‍्ड (9) [ +»] 


8 
* 92- (2 -्य्) ,>#0 , के प्रसार में 3 वाँ पद ज्ञात कीजिए । 
3४५ | 


सिद्ध कीजिए कि (+:0” के प्रसार में , का गुणांक, ([+>)% के प्रसार में # के गुणांक का 
दुगना है। 


यदि (४+ ४)" के प्रसार में 4 वें तथा 3 वें पद के गुणांक बराबर हो, तो # ज्ञात्त कीजिए | 


यदि (४+ !)" के प्रसार में (/-।) वाँ, »वाँ तथा (#+ !) वाँ पदों के गुणांकों में :3 :5 का अनुपात 
हो, तो # तथा > का मान ज्ञात कीजिए। 


यदि (+ ४)" के प्रसार में तीन क्रमागत पदों के गुणांक :7:42 के अनुपात में हैं, तो # का मान 
ज्ञात कीजिए। 


एक' द्विपद के प्रसार के प्रथम तीन पद क्रमशः , 0 तथा 40 हैं| प्रसार ज्ञात कीजिए | 


(:+ ५)" के प्रसार के दूसरे, तीसरे तथा चौथे पद क्रमशः 240, 720 तथा 080 हैं| #, » तथा 4 
ज्ञात कीजिए | 


(४+ )' के द्विपद प्रसार के पाँचवें, छठवें तथा सातवें पदों के गुणांक समान्तर श्रेणी में हैं। & के 
सभी मान ज्ञात कीजिए जिनके लिए यह संभव हो। 


दिखाइए कि (+9) ?” के मध्य पद का गुणांक, ([+>)2/-! के दोनों मध्य पदों के गुणांकों के योग 
के बराबर होता है। 


यदि (3+ ८०) के प्रसार में £ तथा » के गुणांक समान हों तो 6 का मान ज्ञात कीजिए | 
# का धनात्मक मान ज्ञात कीजिए जिसके लिए (+>)” के प्रसार में 2 का गुणांक 6 हो। 


#: के किस मान के लिए (+:907 के प्रसार में (2#+ !) वें तथा (4७ + 5) वें पद के गुणांक समान 
होंगे। 
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6.3 प्रगुण एवं अनुप्रयोग 


इस अनुभाग में हम द्विपद गुणांकों के कुछ प्रगुणों तथा द्विपद प्रमेय के अनुप्रयोगों उदाहरणों द्वारा 
स्पष्ट करेंगे। 


उदाहरण 8 (99) की गणना कीजिए। 
हल (५+४)” के द्विपद विस्तार में 6८ 00 , 7 --] तथा # 5 5 रखने पर, हम पाते हैं 
(00 - )7 <00 -*0 000, ] + ९... 003.7? - 5८..002, 3+ 50 .00.[8- 5९. . [४ 
<]007- 5 ५ 00+ 0 ५: 003 -0 ५८ 002 + 5 ५ 00 -] 
+ ]00000050 - 5000000] 
5 9509900499 
अतः 99 - 9509900499, 
उदाहरण 9 (.0)!000000 और 0,000 में कौन सी संख्या बड़ी है ? 
हल टद्विपद प्रमेय द्वारा 
( ,0)/000000 >> ( ] +.0)000000 
८] + 00000: (])9999 (0,0]) + अन्य धनात्मक पद 
-|+ 000000 » 0.0। + अन्य धनात्मक पद 
<>+ 0000 + अन्य धनात्मक पद 
अतः (.0)/000000 _. [0 , 000 


उदाहरण 0 यदि ८ और 8 भिन्न-भिन्न पूर्णाक हों तो सिद्ध कीजिए कि (# - ४") का एक 
गुणनखण्ड (4-४) है, जब कि # एक धन पूर्णाक है। - 


हल ००८०-४+ ४ लिखिए । तब द्विपद प्रमेय द्वारा ह 
बी न(६-9+ 97 >(६-०)"+ “0 (४-9)"7.9+ .. . .+”८, | (४-०). /7!+ 7८, ४" 
दोनों पक्षों में से ४” घटाने पर, 
बा-80 ८ (4-09)7+ "0, (६-9)77.8+ ....+ "0, , (४- ७0.४/४ 
स्पष्टतः, दाँये पक्ष के प्रत्येक पद का (4-४) एक गुणनखण्ड है। 


(( 


इसलिए, (४-४) , (४४- ४”) का एक गुणनखण्ड है | 
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उदाहरण ॥॥ सभी प्राकृत संख्याओं # के लिए, सिद्ध कीजिए कि, 
0) “0,+"0(+”०, +...+*९0, 5 2 
कं) *0.+2/0, +...+2/ "2, 5 37 
हल हमें ज्ञात है 
(+ के! 70 का+/ए व" ,#9+...+ "९, ४" 
इसमें 6० 5# रखने पर े 
([+)75/(+”((+...+ १, 
इससे () सिद्द होता है। 
पुनः 65] तथा 952 लेने पर, 
(+2)"7 « "((+"(९..2+"(, ,22+...+"९, .2/ 
इससे (४) सिद्ध होता है। 
टिप्पणी सर्वसमिका 0) से यह परिणाम भी सिद्ध होता है कि # सदस्य वाले समुच्चय & के 


घात समुच्चय में 2" सदस्य होते हैं क्योंकि "९, ,# सदस्यों वाले समुच्चय ४ के उपसमुच्चयों 
की संख्या को प्रदर्शित करता है जहाँ # के सम्भव मान 0, , 2, 3. ... , £ हैं| 


उदाहरण 72 निम्नलिखित सर्वसमिकाओं को सिद्ध कीजिए : 
6) ए0.+९,+"८,+ ... ८5 2070 
(0) "0 +"0.+70,+ ... 5 20-0 
(0) "0७+३/०,+5 ९0, + . ...+ (४+)."0, 5 (७ +)27 
() “0.-2.70,+3/0,+ ... +(-)"70. #%. ९ 50 

हल (८+७०)" के प्रसार में ००७] तथा #-- लेने पर 
(-7) 5 “०५-"८.+"०,-”"८,+ ... 

र२(((+()+((+... )- ("८(+'(,+(८८+ ...) 

चूँकि वाम पक्ष शून्य है, अतः 


ग्र (्‌ (८! (2 &ष ढ ॥/॥ (! य् (2 (!' है 
070.+/(+ ... < [+“(.+((.+... 


(५) 
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मान लीजिए कि प्रत्येक £ के बराबर है। तब 
॥(/+/([+(९2+ ... न ४+> 5 2>& 
अब , उदाहरण (0) से, हम पाते हैं, कि 2" - 25 
अतः ह 5 207, 
इस प्रकार , 0) तथा (0) साथ-साथ सिद्ध हो जाते हैं। 
(॥) मान लीजिए " ९५+3/0, +5"0., + . . . +(ऐ+)."0, 55 () 
सूत्र ५"? ८” 0, , के प्रयोग से, इसे इस प्रकार लिखा जा सकता है, 
00 .+3.7९,,_।.+ 50, »,+ . .. +(४६+)/ 0, 5> 
पदों को उल्टे क्रम में लिखने पर 
(खाक ) 70. + (2४-) "(| + (४-3) "९. + ... +3."0,_|+”(, >> (2) 
()) तथा (2) को जोड़ने पर, हम पाते हैं 
(0 +2) “(., + (2६+ 2) “((+ (2४ +2) “८, + . . . + (६ +2) “८ ८ 2: 
इससे प्राप्त होता है 
(28+2) ["(..+/(+”"(,+ ... +”0९,] 5 २४ 
इसलिए, उदाहरण ] (0) के प्रयोग से, हम पाते हैं कि 
(28+ 2) .27- 25: या, ४-(७+]). 27 
इस प्रकार (]) की सहायता से, 
॥(+3."0+35."(.+... + (2॥+) (८ (#+) 27, 


"0,-2”0, +3 "०, - ... + (-)"7% *0, 

_ »_ 02 , 2 (४-) 3. एज)0-2 _ का 

न ॥- 2 हल व ७ जल जया 
(क्योंकि "(९ 5 ) 

जम 3 मर और  म । । 


2-4 


्क [- (४-]) + कट न छा के 7077 ४7. | 
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> [९५ कप ५१४० ्ः 00 ह** पा (-4)7”7 "| 


॥. ([-)070 [(७+४£)"/ के प्रसार में ०«] तथा 8>-] लेने पर] 
<॥, 050 
इससे (0) सिद्ध होता है। 
उदाहरण 3 गुणनफल (+2:0% (।->07 के प्रसार में 5 का गुणांक ज्ञात कीजिए | 
हल द्विपद प्रमेय का प्रयोग करने पर 
(+220%+ ९0५ + "029 + ९0, (220? + ९९५ (2007 + ९९, (207+ ९९५ (2007 + ९९५ (2207 
| + 6,(220 + 5. (40) + 20.(8%)0) + 5. (6:0) + 6.(320) + 64 ४ 
-]+ [20+ 6022 + 60 ४ + 240 0 + 92 | + 64 # 
तथा ((-7<70.-'ए| शक ए४-7 ९, +ए,/-'ए+ ९८५४-7९, ०४! 
.. उन ्य4टो >2 “35 १36 05 2 कह कक फ 
हम निम्न गुणनफल में # का गुणांक ज्ञात करना चाहते हैं 
(] + 22४+ 60 +60४ + 240४6 + 92: + 64४6) 
( -75+ 2]22 - 3500 + 35% - 2]%7 + 7.6 - »]) 


हमें सम्पूर्ण गुणा करने तथा सभी 56 पदों के लिखने की कोई आवश्यकता नहीं है। यह 
निरीक्षण करना पर्याप्त है कि गुणा के किस पद में 5 आता है। वे इस प्रकार हैं 


.. (“2 »%) + (220 , (3520 + (6022 (-35%0) +(60:) (2] »£?) 
+ (240 ४) (-720 + (92 %).] 


ध्यान दीजिए कि, जब एक » वाले पद का गुणा #*7 वाले पद में किया जाय, तो हमें # 
वाला पद प्राप्त होता है। इस स्थिति में #-0, , 2, 3, 4 तथा 5 के रूप में परिवर्तित होता है। 
इसलिए, गुणनफल में &* का गुणांक है _ 


(-2) + 02) 85) + (60) (-35) + (60) (27) + (240) (-7) + 092) ७]7 
उदाहरण 4 यदि 0, ब्विपद गुणांक “0, को निरूपित -करता है, सिद्ध कीजिए कि 


॥ 
(६+ 0० + ...+ ९: + < जा . 
(४!) 
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हल हम जानते हैं कि 
(+0" २0५+१९०|४+... +0,» 
तथा 
(&+77 5८ (४ + ९०४) + (९, ४ + .... +0, 
इनको गुणा करने पर, हम पाते हैं 
(]+>7 ((+ )7 >(0५0+ए0[53+... +९,») ((/./+0८7+ ,.. +९.) 
वास्तविक गुणा द्वारा, हम प्राप्त करते हैं 
(+करश 5(0१४+0०७०0,#+ ... +0०0,)+(००७४७/ + 0.27 + . , .+ 0/0;0 
+ ० +(0०,"०७%४/+९0,८श+ ,., +0 0, ४"|+ 0 2 ४”) (]) 
ध्यान दीजिए कि (+४)” के प्रसार में # का गुणांक ”८0, ८ नम है। 
इसलिए, दोनों पक्षों में #” के गुणांकों की तुलना करने पर, हम पाते हैं 
(200! 
(७!) 


इससे अभीष्ट सर्वसमिका सिद्ध हुई। 


5 0३+0०४+..+0०:. 


टिप्पणी (]) से और अनेक संचयात्मक सर्वसमिकायें प्राप्त की जा सकती हैं। वास्तव में, यदि 
हम दोनों पक्षों में ४ के गुणांकों की तुलना करें, तो पाते हैं 


( (2 (0 (2 (' ( 8 27 (3 [ के 3 : 5 20६६४ * (20-]. 
(जि एके >> कह पल ++दपकी 


उदाहरण 5 यदि (' , द्विषद गुणांक "! को निरूपित करता है, तो सिद्ध कीजिए कि 


] 
(5 066/+#660: स- दल जी 505 कल (2%! 


#-2 लाओठजउका (# ये 2) 


( (2 । (,. ._. #(४+]) 
( 0 (५ ] (ः मो 2 ह 
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हल हम जानते हैं कि 


क्रो! -- (2 (्‌ ञ्र (्‌' 2 ब्रा 
([+ 2)" 5२ (३+ ९ ४+ (२5 के 6 हज 


तथा 





था रे ( (ः पे (! 
(+ड्र] के 00 के नड“ऊ + नई के .. + :+. 
१ ह#] 


इनको गुणा करने पर, हम प्राप्त करते हैं कि 


(+>)” | +र ८ (0,+0.2+0,#  + ... +0,2”) » [८ +॑ 


(].. ( 
+ै+ “/+क ... + 
डे. 2 37 


वास्तविक गुणा द्वारा हम प्राप्त करते हैं कि 


| 


2॥ (0 (0 ए' 
0+20/ _ [८ की | 
जो 





हु गॉः 
ऐ था + 5 6 (0 
+ [00००७2+क (ए+ -्+ + नॉन के ..न जि के ... 
है पर ८ दरों 


(ः | (' ही (! ( 
हैं (०. हे रो ह॒ धर ॥#-2 ( था थ पर सड जा | 5 जे 


+ (0,/९0५७७! + 0, 0५७४ + ... + 02). 

(!+>) 27 रे | रे 

जय में -म्र का गुणांक, (]+»)” के विस्तार में #(४2 
झा डे 


42 +' 4 8; 2 ! दोनों क्षों में 
का गुणांक है। यह “८, , 5 ह-्छ ठपओआा है। इसलिए, दोनों पक्षों में न | 


गुणांकों की तुलना करने पर, हम प्राप्त करते हैं 


ध्यान दीजिए कि व्यंजक 


(्‌' (्‌ (0 (' (' 20)! 
600 कं 2 5 अमन 
आप 3 ५४०५ (6-2) (/+2)! 


इससे (6) सिद्ध होता है। 
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(0) अब अनुपात ६“. पर विचार कीजिए। सरल करने पर हम प्राप्त करते हैं, कि 











कम हु 
(९, #॥-#+| (६ 
न मन.“ पल कक नमा३»्»कफ न लेजर अः र्थात त .& ् ्छ 
ट््‌्‌ बा र्था [ ६ ट्टः ॥-/+ . 
“८ ][, 2, ... ,४ रखने पर, हम प्राप्त करते हैं 
0 (2 _ (, 
ल् वे जी... डे ट न्‍े #-, ...., ४ हू च्ड | 
सभी पदों को जोड़ने पर, 
(| (2 (.,, डी 
हः + 2 ट क॑ ... +क #% करे केक क (छआ-) के ... के 2 + | 
2 (क्योंकि क2+->+ह न“  . 


उदाहरण 6 (८+४) “- (४-४) का विस्तार कीजिए | अत: (5 +॥)९ - (5 -)6 का मान ज्ञात 
कीजिए | 


हल 

(ध+9)-(६-0)"< "“९५4९+( ८7 9+ ९, ८0+९०, व ह0 + १ ०2७/+९९, वह + ९९५०९ 
-(0047+ ०४-९९, ४: ९९, बोएे- ९ ८7 ४/+ ९९९, 4४7 - "(५४ 
+2["(र् 8 + "९, ८ ४2 + (९. 4४“] (क्योंकि अन्य पद निरस्त हो जाते हैं) 
-2 [645 8 + 20 ८१४७१ + 6225] 
+ 467 (34 + 0 6:४2 + 390) 


०-४2 पैथा ४] रखने पर, 
(५2+])" - (४2 -])" > 4४2 [3(४2) +0(४2)* + 3] 


८ 49४2 [[2+ 20+3] 
-40 ५2 . 
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0. 


4, 


2, 


3, 


प्रश्नावली 6.2 


. ; द्विपद प्रमेय का प्रयोग करके निम्न मान ज्ञात कीजिए 


0) (999) 0) (98) (0) (5)6 (9५) (02)6 
बताइए कौन सी संख्या बड़ी है (अपने उत्तर की व्याख्या हेतु द्विपद प्रमेय का प्रयोग कीजिए) 
0) (.)%0 या 000 (0) (,2)/00 या 800 


मान ज्ञात कीजिए. 6) (४३+॥* -(३३-/) 
() (४७+४2)7 + (३३-५2)? 


(+>)/ का द्विपद प्रसार लिखिए जब »-8 हो तथा इससे प्राप्त कीजिए कि 9४! -. 8 - 9, 64 
से विभाज्य है, जबकि # एक धन पूर्णाक है| 


द्विपद प्रमेय का प्रयोग करके सिद्ध कीजिए कि 6"-5%# को जब 25 से भाग दिया जाए तो सदैव 
, शेष बचता है। 


सिद्ध कीजिए कि %7_, 3/ “0. ७4” 


फनी 


द्विपद प्रमेय का प्रयोग करके प्रश्न 7 से 5 में दी गई सर्वसमिकाएँ सिद्ध कीजिए | यहाँ ९ ,, "९. 
को निरूपित करता है। 


0०९० ...०,_ (४ + " 


7! 


((0+()(५०॥/+९२) ...(८,..]+ ९.) ८ 


पं 
ए(+2८, +30५+ ... +#.९, चह 277 


0,+20.+30,+ .. + +) 0९, 5 27+#8, 277 








( (ः ] 
(0, --7+-++- ... ८ --+-++- 
9 2 3 7+ 
(0! (0 की _ 
20% 55% के २ के की कक कं तप 
3 ॥क ॥४+ 
( ( हे 
0७ +---+-+# ८ ... ८ 
छः 5 हक] 


2.00+% 5 (.+ 80, + . .. +(॥+ 2) ९, 5 (३8 +4) 27 
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(0. (' ( 5 (27) ! 
॥4. (0:८५ कक: (दा एल ता न 05% <#. 


85. 0, + ०७००,-०,०९,+९.१-९,८,+ ९,९०५. 
6.4 किसी भी घातांक के लिए द्विपद प्रमेय 


अनुभाग 6.2 में, हमने ट्विपद प्रमेय का अध्ययन किया जिसमें घातांक धन पूर्णाक था। इससे 
एक स्वाभाविक प्रश्न उठता है कि क्‍या द्विपद प्रमेय ऋणात्मक अथवा भिन्नात्मक घातांक के लिए 
भी सत्य है। इस अनुभाग में, हम इस जिज्ञासा का उत्तर देंगे और अधिक व्यापक द्विपद प्रमेय 
बतायेगें जिसमें घातांक का धन पूर्णाक होना आवश्यक नहीं है। 
हम जानते हैं कि 
([कछो! + 0५+१”ए८,४+! (४ + ....+ ९ , ४४, 
जहाँ & एक धन पूर्णाक है। ध्यान दीजिए कि हम घातांक # को ऋणात्मक संख्या या भिन्न से 


प्रतिस्थापित करें, तब संचयात्मक संख्या "0! अर्थहीन हो जाती है| इस समस्या के समाधान के 
लिए, हम "0! के स्थान पर 


# (ह8- [) ... (७॥- 7 + |) । 
.2-3....- » 


लिखते हैं। इससे वास्तव में जब # एक ऋणात्मक संख्या या भिन्न हो तो भी सार्थक है। 


अब हम द्विपद प्रमेय का उल्लेख करेंगे जिसमें घातांक धन पूर्णाक नहीं है अर्थात्‌ घातांक 
ऋणात्मक या भिन्न है। [प्रमेय की उपपत्ति इस पुस्तक की सीमा से बाहर है] 


प्रमेय 2 सूत्र 
हर 7 (#॥-) 2 + 2! (४४- |) (४४ - 2) 


बज हू 
(!+»2) ]+ #>% +क [ठा ? ठज झा के ...« 
सत्य है जब कभी ।४।< | तथा #ऋ एक पूर्णाक या भिन्न है। 
विशेष: 


(।) ध्यान वीजिए कि प्रतिबच्ध -]<%< | (या ।४। < ) आवश्यक है जब # ऋणात्मक पूर्णांक 
या एक भिन्न है। वास्तव में यदि <--2 तथा %ऋ--2 लें तो हम प्राप्त करते हैं 


(-2)* <>] + (-2) (-2)+ (20 55) (-20 


या ]< |+4+!2+..., जो कि सम्भव नहीं है। 
यह ध्यान देना महत्वपूर्ण है कि जब # एक धन पूर्णाक है, तब » पर ऐसा कोई प्रतिबन्ध 
नहीं है। अर्थात्‌ प्रसार » के सभी वास्तविक मानों के लिए सत्य है। 
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2... ध्यान दीजिए कि (+:0” के प्रसार में ठीक (#+) पद हैं जबकि # एक धन पूर्णाक है। 
लेकिन इस स्थिति में जबकि ऋ ऋणात्मक या एक भिन्न है, पदों की संख्या अनगिनत है| 


3, (]+:0” के प्रसार में व्यापक पद : 
#7 00 -) (2-2) ... (४-2? + !) रा 
[: 2७४7 
यह प्रसार का (#+]) वाँ पद है। 
4... ध्यान दीजिए जब #% एक धन पूर्णाक है, हम द्विपद प्रसार का प्रयोग करके (+>)" के सही 
मान का परिकलन करते हैं। लेकिन जब #% ऋणात्मक या भिन्न है तब हम (+0" के 


केवल निकटतम मान का परिकलन करते हैं क्‍योंकि द्विपद प्रसार के द्वारा ((+:0" का 
परिकलन केवल पदों की सीमित संख्या तक ही कर सकते हैं। विचार कीजिए 


॥8. . 2 ग्रा 2 पु 
(६+09) - & (४६) 


न ० एज + 2. कमेय 2 के अवोग से 


॥॥ 7? -) ध्त.92+ 


हि श्प्नों 
ने धर +फाधाी -89+ हम 
:2 


2 


यह प्रसार सत्य है यदि (८ 








<[ या &<ध. 


इस प्रकार 
प्रमेय 3 सूत्र 


॥१ (१ - [) 


+09 शा >> ३. मारने | 
(ध+ 0४) धर हारी 9 क+ पठ 


का: 924 ... 
सत्य है जब कभी ७ < ०८. है। 
टिप्पणी (४+४)" के द्विपद प्रसार में व्यापक पद या (/+]) वाँ पद है 


/' ॥ (77 -) ... (77-#+) ३ 


ड गश्यः हु 
की .2... / हु 


द्विपद प्रमेय. 579 
द्विपद प्रसार की कुछ विशेष स्थितियाँ 


हम यहाँ द्विपद प्रमेय की कुछ विशेष स्थितियाँ बतलाते हैं जहाँ || < | है। 


- __ गा (-)(-2) 2. (-])(-20 (3) 3 
]. . ([+झ_ ओी ८ ]+ (८+)»> +क॑ ठ ४ व न [55 ख क 2 
८ ]-४+४->»3- ... 
उपर्युक्त प्रसार में ४ को -» से बदलकर, हम पाते हैं 


2. ([-%४)7  ८5]+#++++)+... 


3, (]+ 2 ने । + (5-2) % + कब %+ | आम १3 8 मद, +... 


[2-3 
-]-2%+3%2-4 ८ + ... 
उपर्युक्त प्रसार में « को -< से बदलने पर, 


4. (]-%2)2* ८]+2%+3४:+ 4४0 + ... 


हि 


उदाहरण ॥7 (! कर हर * का प्रसार कीजिए, जबकि & <2हो। 


हल 





5] + +ह ह्ष+ प कर. 


्् | + 5७ न ऊः न 
घ्द श्र 39 बढ 


] में पदों 
उदाहरण 8 जय के प्रसार में प्रथम चार पदों को लिखिए। 
जा कतओ 


यह प्रसार » के किन मानों के लिए सत्य है ? तथा व्यापक पद क्‍या है ? 


__[_ 
(3-4० 


हल (3-4%) 


्पि 


[( 
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॥| 
प्र 
3० 
[फह्च्च्तू है की 
जाय 
र्नः 
| 
(>| --+ 
00 मल 
| 
(| ++ 
ल्दु 
3 
3 अमल ५ 
नि 
| 
+ जि ॥| स्का 
+जजबनन्‍्म_>-ी. 
32 ४8% 
४७२ 
3ननरी। 
4 अप 
[ 
(| ++ 
श्द 
०० 
%७-ल्‍्जनहाँ, 
क्> 


[ 2 2 2 4 20 6 
आजा नी चत॑िौीऊण-डओ।ेज के कऔऋआफज झऋ कई शत हर 
४3... 3०3 3५3 27343 
अत्तः प्रसार के प्रथम चार पद हैं 

हुँ 2: 4 20 6 


2 
ैक आल कक 7 हित के जआजाडरे 
(35 ज्य/य5 ३303, $ 2053 





- ४3 ४5 
ट्री तथा 


यह प्रसार सत्य है यदि [4»* | < 3. हो, अर्थात्‌ जब कि & का मान 


मध्य हो | 
अन्त में प्रसार का व्यापक पद है 


(20066 02/ 8 | ।( क्र ] | 


4, ट 


की ४3 .-2.... # 


उदाहरण 39 28 का घनमूल दशमलव के चार स्थानों तक ज्ञात -कीजिए। 
हल 


प०[-- 


 ि 
(]25 + 3) 3 
] 
3 छठ 
3 
((25) (५ ठड | 


मा | + हर) हे! 8067 | - 808 -)9-2 -2) हम न 


(28) 


| 





द्विपद प्रमेय 58॥ 


-5 | "क्र $) 58) * ही) [के 7०] 


5 [+ ,008 - .000064 + .0000042+ ...] 
- 5.0397 (दशमलव के चार स्थानों तक) 


3 


ध्यान दीजिए कि उपर्युक्त प्रसार सत्य है क्योंकि पठ्ेड | ! है | यह भी ध्यान दीजिए 





कि हमने अन्य पदों को छोड़ दिँया है क्योंकि रु की उच्च घातों का दशमलव के प्रथम चार 


स्थानों तक कोई योगदान नहीं है। 











प्रश्नावली 6.3 
निम्नलिखित का प्रसार कीजिए : 
. (+&)7, ।|&।<]. 
2, ((-252) 7  |<।! से प 
न 
3 - ऋ< 22 
. इउिकवंआ! “वा 
4, हे + अन्न 
(4-3>) 7 
5, कल का चार पदों तक प्रसार कीजिए | » के किन मानों के लिए प्रसार सत्य है? प्रश्न 
(4-3:7)3 
6 से ! में दिए गए व्यंजकों का शुद्ध मान अंकित दशमलव स्थान तक ज्ञात कीजिए | 
6. (007 का मान दशमलव के 5 स्थानों तक 
ही स्थानों 
7. (00)5 का मान दशमलव के 4 स्थानों तक 
है आओ 
8. (244)” का मान दशमलव के 3 स्थानों तक 
26 जी 
9. (27)3 का मान दशमलव के 4 स्थानों तक 


382 


0. 


[. 


2, 


3. 


4. 


9. 
20, 


2, 


22, 


गणित 


का स्थानों 
(626)१ का मान दशमलव के 3 स्थानों तक 
र्छ थानों 
([26)? का मान दशमलव के 5 स्थानों तक 
डक में कीजिए ] 
(-2:») 4 के प्रसार में ४6 का गुणांक ज्ञात , कि <> 


6 स्क 
((-3%) ? के प्रसार में 8 वाँ पद ज्ञात कीजिए, |&| <--* 


४3 


सिद्धे कीजिए कि ((-4») < के प्रसार में # का गुणांक 5 है। 





हि. 
(2-3.02 के प्रसार का व्यापक पद ज्ञात कीजिए, || < हे 


(0.98) -3 का मान दशमलव के दो स्थानों त्तक ज्ञात कीजिए । 
त्् स्थानों 
(0.9) 2 का मान दशमलव के त्तीन स्थानों त्तक ज्ञात कीजिए | 


] आग 
“हुए का मान दशमलव के चार स्थानों तक ज्ञात कीजिए। 


यदि (+ ४9)? के सभी गुणांक धनात्मक हैं, सिद्ध कीजिए कि 6 तथा 9 विपरीत चिह् के हैं। 
यदि (+>0" के प्रसार में »« का गुणांक 6 है त्तो का ऋणात्मक मान ज्ञात कीजिए | 


यदि (४+ ४2): का द्विपद प्रसार पर - 3%+ ... है, तो 6 तथा & के मान ज्ञात कीजिए | 
/## के दो मान ज्ञात कीजिए यदि (।-0” के प्रसार में &* का गुणांक 3 है। 


विविध उदाहरण 


उदाहरण 20 यदि (+-0" के द्विपद प्रसार में ९,, 0, 0, और ९८, क्रमशः दूसरे, तीसरे, चौथे और 
पांचवें पदों के गुणांक हों तो सिद्ध कीजिए कि 


छ छा ४ & 


हकएं; कट €६+९ 


हल हम जानते हैं कि 


(! स्द दा (! ] ना 


ट्विपद प्रमेय 583 


5 0-6 (्‌ 7) -+ ) 
2. 


0, ज ४0, - #8(0-)(0- 2) 


322 
और 8) 5 05] -- #॥(#8॥-)(0- 2)(8- 3) 
4239८ 2 
इसलिए 
0,+८2 8(0॥-।) _ ॥(४+॥) 
(+८ #(#0-]).. #(४-)0-2) 8४ (7-]) [ #+] 
4 आज कक आह. 
ह & #(0-])(80- 2) 8-3 8 (0-)(0- 2)(8+ |) 
और (++९, - व ठ [+ प्र ] कै आजम उप रतन तय 


इस प्रकार, हम पाते हैं कि 


और 


| 


(। हा (4 5+ 2 4 __6 
([+0९2 (३+0०, हक] ॥#+] #का 
2(५ 6 


८+ठ का 


इससे परिणाम सिद्ध होता है। 


उदाहरण 2। यदि (]+ 0“ के द्विपद प्रसार में », »* तथा »? के गुणांक 'समान्तर श्रेणी में हों, 
तो सिद्ध कीजिए कि #४#2-- 989 + 7 5८0. ४ 


हल (+>)” के द्विप्रद प्रसार में », # तथा >) के गुणांक क्रमशः 28 , # (28 -) तथा 


2/0(20- )(0-) हैं| 
3 


चूँकि यह समान्तर श्रेणी में है, अतः 


28 * (78४ - ]) + 20 + ध्थ् 
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20 - )(7 -! 
या (20-) 5+ सट्प्ट्ट2 
या 3 (2080-) 5#3+2#॥2- 38+[ 
या 2072-97 + 750 


उदाहरण 22 प्रत्येक #«१, 2, 3, के लिए, सिद्ध कीजिए कि 





के ] 
(5) प्रसार में ५ 
का गुणांक # है। 
हल (]+)?< ]+ 2/+ 39” 

|॥ 





और गा जइ ३ ू (]-9)* 5 ]+29+3%+... 
इसलिए 
वि ह 
गए श रू ((+29+ 9») ((+29+39+49' +...+(४-])97* +#9 
-छ 
+ (0॥+)»7/ +... ) 
में *" वाला पद है 


..0+]) »! + (29) (0"7) + ७? . (#- ) >/ 7? 
इस प्रकार, #" का गुणांक है 


॥+ + ख्रकध्नां अर्थात्‌ क . 


उदाहरण 23 सिद्ध कीजिए कि 


' 3 3 का 
ध४ि तफकय्रू/ पर हब है 5" (] 


हल दायें पक्ष का व्यंजक है 


ट्विपद प्रमेय. 585 








-- (-ठ) -27 «हि 


विकल्प विधि प्रश्न के दाँये पक्ष के व्यंजक (!) की तुलना ([+.0" के प्रसार 


(]+ 2)/ ८] + #>८ +: प्ण्स के 


के दाँये पक्ष से करने पर, हम पाते हैं 


पत्र (2) 
#0- 9) 2_35 
3 हा 


(2) व (3) से # का विलोंपन्न करने पर, हम पाते हैं ४ हा भय न ् अतः प्रश्न के दाँये पक्ष 


ह ह 
(!) के व्यंजक का मान « (। -ठ) 2 _ 9? _ 6 


उदाहरण 24 मान लीजिए (४+ ४८)” के द्विपद प्रसार में विषम पदों का योग 0 तथा सम पदों 
का योग 8 द्वारा निरूपित है। तब सिद्ध कीजिए कि 


() (02 _ ०2 - (> -६2)7 
0) 4085 
हल हम पाते हैं 


(४+ 4८) - (४- 4)", 


(४+ ६)” -“> (0+ 3 


जग का 5 कक कै 20) 
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जहां १ कल] घ5 #॥(! हे है गन क्ष १५ 

तथा (हट नि धो! - औओ- ! ८ द्र्ा ध्ा + (० हर का हि ध्र्ट __7ए शक अण), क्र 3. 
लत 5, +ा-7,.+-- 


+(१+7५+ -..)-(7,+7',+... ) 


()+- | ! 
इसलिए 

(४+०)",(४- 4)" ८ (0+93) ( 0-४ ) 
या (४2 -- ८2 ) 0 - [22 


इस प्रकार (6) सिद्ध होता है। 
पुनः [(४+4)"?- [ (४-४८) "7 5 (0+8) 2 - (0-9 
या, (& को - (2- 4) < 02+ 82 + 2 0 .8- 0: - 52 + 2 0.5 < 4 05. 
॥3 
उदाहरण 25 | + तर । के प्रसार में प्रथण ऋणात्मक पद ज्ञात कीजिए, जहाँ 0<»< पु 
'हल मान लीजिए कि प्रथम ऋणात्मक पद (#+ ) वाँ पद है, अर्थात्‌ 
-])...(0-#/+])/3 
2 नम ठ कि हद (बन प्रथम ऋणात्मक पद है। 
चूँकि 3 4 धंनात्मिक 
चूँकि हज » 0<£<नु के लिए , धनात्मक है। 
पूर्णाक . ]3 
” सबसे छोटा धन पूर्णाक है। जो #-#+ |<0 को संतुष्ट करता है। लेकिन #च्चु 
] पूर्णाक 
इसलिए #> न 55.3 इससे मिलता है # ८6 (प्रथम सबसे छोटा धन )। 
9 
3 में ५५ ४ 
अतः [! +ब के प्रसार में प्रथम ऋणात्मक पद (6+]) वाँ अर्थात्‌ 7 वाँ जो 


न्‌ः ->9] 6६ 


ह्विपद प्रमेय 587 


अध्याय 46 पर विविध प्रश्नावली 


(३४ - 2८४ + 342)7 का प्रसार ज्ञात कीजिए। 
(४+ ८०५)" के प्रसार में अन्त से +वाँ पद ज्ञात कीजिए। 


([ +0) के द्विपद प्रसार में, (2#+]) वें तथा (#+2) वें पदों के गुणांक बराबर हैं। +ज्ञात् 
कीजिए। 

यदि (+<०" के प्रसार के तीन क्रमागत पदों में 6:33 : 70 का अनुपात हो, तो # ज्ञात 
कीजिए | ह 

यदि » > 0.004 , तो सिद्ध कीजिए 


2 3 
से 3 2 थानों 
7220 4757») _8.0। दशमलव के दो स्थानों तक | 
४-5 -> 
में ] 
परिमेय घातांक ऋ ज्ञात कीजिए जिसके लिए (+<>) ” के प्रसार में तीसरा पद - ्ठ था 
है। 


यदि > आंकिक रूप से इतना छोटा है कि »* तथा » की उच्च घातें नगण्य हों तो सिद्ध 
कीजिए कि | 


3 ]7* | 
|! कल “| [6-3<? 


| 305 
(व). क्ियथीडज्टइ-एा 5 56. *.- के निकटतम मान के बराबर है। 
(8+>) 7 
ता 
-35%)2 
की; आम की 7 
पी-» 3 


. 5 
यदि (-2207+0-०)7 _८+४» तो ८ तथा & ज्ञात कीजिए | 
४4-<> 4-+> ह 


2++<> 
(3-2%)* 





के प्रसार के प्रथम तीन पद लिखिए | 





लक ह 5 | 
( हे पर) के प्रसार में # का गुणांक बताइए। 
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]4. दिखाइए कि जब > आकिक रूप से छोटा है, तब 
मत सजा ह 
4 64 
2. यदि ए लगभग ध के बराबर है और #> , दिखाइए कि 


(7४7 +- ) [2 + (7 -- ॥) ५ _ 5 27 हा 


काजीफक्ककाकओब (व 


अतः हा का निकटतम मान बताइए | 


द्विपंद प्रमेय 
ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


प्राचीन भारतीय गणितज्ञ (६+ ३)" , 0<# < 7, के प्रसार में गुणांकों को जानते थे। ईसा 
पूर्व तीसरी शताब्दी में पिंगल ने अपनी पुस्तक छन्‍्द शास्त्र (200 ई० पू०) में इन गुणांकों 
को एक आकृति, जिसे मेरूप्रस्थ कहते हैं, के रूप में बताया। 303 ई० में चीनी गणितज्ञ 
चुशीकाई ((४प $ग्ं-+दां४) के कार्य में भी यह त्रिभुजाकार विन्यास पाया गया। 544 के 
लगभग जर्मन गणितज्ञ माइकल स्टिपैल (५/४८टा०८ 5५४ए८) (486 - 567 ई०) ने सर्वप्रथम 
'ह्िपद युणांक' शब्द को प्रारम्भ किया। बौम्बैली (छठ57%छाएय) (572 ई०) ने भी, 
#«<, 2, ..,,7 के लिए तथा औद्रेड (0ए77००) (63] ई०) ने #5 , 2, .. .,0 
के लिए, (४ + 2)" के प्रसार में गुणांकों को बताया। पिंगल के मेरूप्रस्थ के समान 
थोड़े परिवर्तन के साथ लिखा हुआ अंकगणितीय त्रिभुज जो पास्कल त्रिभुज के नाम से 
प्रचलित है, यद्यपि बहुत बाद में फ्रान्सीसी मूल के गणितज्ञ ब्लेज पास्कल (8]888 785०8) 
(623 - 662 ई०) ने बनाया । उन्होंने ट्विफद प्रसार के गुणांकों को निकालने के लिए 
त्रिभुज का प्रयोग किया। # के पूर्णाक मानों के लिए हिपद प्रमेय का वर्तमान स्वरूप 
पास्कल द्वारा लिखी पुस्तक ट्रेट ड्यू द्राइगे आरिथमेटिक (फ्द्रार त॑ंपह 7ंदाएएट कापा।##टांट) 
में प्रस्तुत हुआ जो 665 में उनकी मृत्यु के बाद प्रकाशित हुई। 


उसी वर्ष 665 में द्विपद प्रमेय का व्यापक रूप ऋणात्मक पूर्णांक तथा परिमेय घातांक 
के लिए सर आइजैक न्यूटन (87 [5च्चवट 7४2०७/००) (642 - 772 ई०) ने दिया है। 
यद्यपि उन्होंने इसके व्यापक रूप की उपपत्ति नहीं दी थी। 


# के परिमेय मान के लिए प्रमेय की उपपत्ति सी. मेक्‍्लोरिन (0. /४८०एा०) 
(698 - 746 ई०) ने दी। एम.एम. साल्वेमिनी (00.]/. 5०ए॥आ) (708 - 79] ई०) 
तथा जर्मन गणितज्ञ ए.जी. कास्तनर (2.0. (४४४०) (779 -- 800 ई०) ने स्वतन्त्र रूप 
से # के पूर्णाक्क मानों के लिए ब्विपद प्रमेय को सिद्ध किया। 744 ई० में प्रसिद्ध स्विस 
गणितज्ञ ऐल. आयलर ( .. 5७॥०७) ( 707 - 783 ई०) ने भी भिन्न घातांकों के लिए द्विपद 
प्रमेय को सिद्ध किया। अन्तिम रूप से, एक पादरी के लड़के, नौर्वे के गणितज्ञ नील्स 
हेनरिक अबेल (श०४६ पल्णा7: ७७०) ( 802 - 829 ई०) ने द्विपद प्रमेय को सम्मभिश्र 
संख्या घातांक के लिए सिद्ध किया। 
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चरघातांकी और 
लघुगणकीय 


७०0ए॥४४॥॥॥, 0४७ 
[,060श7९ 00श॥७) 


]7. भूमिका 





गणित में चरघातांकी फलन तथा इसके प्रतिलोम लघुगणकीय फलनों के संबोध महत्वपूर्ण हैं। 
वास्तव में अपरिमेय संख्या ४ के विषय में विशद जानकारी के बिना इन फलनों के अध्ययन में 
नाममात्र प्रगति हो सकी, जबकि इन फलनों का प्रयोग मानव प्रयासों के लगभग प्रत्येक क्षेत्र में 
है। विशेष रूप से इनका अध्ययन विज्ञान एवं अभियांत्रिकी में यह बताने के लिये होता है कि 
विभिन्‍न राशियाँ किस प्रकार बदलती हैं। 


पूर्व के अध्यायों में हमने महत्वपूर्ण श्रेणियों जैसे समान्तर (&707०70०), गुणोत्तर 
(06०॥०70), हरात्मक (प्रक्ष॥०॥०) तथा द्विपद (89707) श्रेणियों का अध्ययन किया है। 
इस अध्याय में दो अन्य महत्वपूर्ण चरघांतांकीय (%णथ॥॥9) एवं लघुगणकीय (.084॥॥॥गांए) 
श्रेणियों का परिचय करायेंगे। यहाँ हम चरघातांकी एवं लघुगणकीय फलनों की चर्चा करेंगे, और 
उनके गुणधर्मों की जांच करेंगे तथा उनके आलेखों पर भी विचार करेंगे | 
]7.2 चरघातांकी श्रेणी (फ%छएणाशा।ता $स१65) 


संख्या ४ एक महान स्विस गणितज्ञ लियोनार्ड ऑयलर (,०णाक्षाव 90७) (707-783) ने 
748 में अपनी कलन की पुस्तक में संख्या ० से परिचय कराया जिस प्रकार वृत्त के अध्ययन 
में ॥; महत्वपूर्ण है वैसे ही कलन में संख्या € महत्वपूर्ण है। 

निम्नलिखित अनन्त श्रेणी पर विचार कीजिये: 


2 
का + ध्का > () 


इस श्रेणी का योग ग्रतीक ८ से व्यक्त किया जाता है। 
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[7.2.. ४ का मान 2 तथा 3 के मध्य होता है। यह सिद्ध करने के लिये कि "८ का मान 2 
तथा 3 के मध्य होता है” हम देखते हैं कि 


] ॥5 0. ५02 8 
८!+जा मा व बू 
न ि। 
अर्थात्‌ ९-2 ता वि वां 


चूंकि. ४-2 >0, हम पाते हैं, कि ४ >2. 


पुनः हमें ज्ञात है कि सभी # के धनात्मक पूर्णाकों के लिये 2७7 <#!, तथा सभी #>2 
के लिये 27 <#!. 


].7 | 
इस प्रकार गा , सभी #>2 के लिये। 
। 4व74_] 
अवलोकित कीजिए ब्रु* त्रग्कटा। ले न 
इसलिये 
॥ 3 4. ]]4+ 7 ] 
८€र]+-+ +ब्ु <+नू+ गु पका 
मी आ। ] 
८ +हर+ क्र: + ] 


-+ (एक गुणोत्तर अनन्त श्रेणी जिसका सार्वानुपातत तर है) 


। गा 


न न +]+2<3, 
- 


अर्थात्‌ ०<3. 


०] ७-+ 


अतः ८, 2 तथा 3 के मध्य स्थित है। दूसरे शब्दों में 2 < ८ < 3. 


7.2.2 ४ एक अपरिमेय संख्या है। हम इस परिणाम को विरोधाभास (0०४7भ०॥०/) विधि 
से सिद्ध करेंगे। यदि संभव हो तो मान लीजिए ४ एक परिमेय राशि है। तो हम लिख सकते हैं 
कि ४० 4 जहाँ # तथा 4&0 धन पूर्णाक हैं। इस प्रकार 


2_ [9|॥" | 


्नन्द रा एज +द्घपा। . () 


(() को 4! से गुणा करने पर, 
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॥॥ हक! ] [ 
>> [+्+क्ा+...+कय+ झप् फल 
रथ कत्रा आग 





7 [॥| ['_ | | 
अर र्थात ॥ 0 | -- -- ---- -- ..--- >--+++ज-+-__--८+ + ... 
रा रण कक | बता दतक्ाओ 2 
कस 5 मय न 
न्तु बजा तडाहओओ 7 “ बका 
__ न विन कती ने अत कः 8 वी नमः डक नर 
तथा बज  छककाओ 7 छको हक हक 7 
(एक अनन्त गुणोत्तर श्रेणी जिसका सावनुपात का <]) 
_य 
४+] | 
मर्द |] झट टी 
* 4+] 
प्रकार जल 
इस प्रकार कृत का क्वागाजश्ा३॥[। 5 4. (3) 


|| [ 
इसलिये, दप्ग बाक़यओशा' '» एक उचित भिन्‍न है।(2) से वाम पक्ष एक पूर्णाक है 


जबकि दायाँ पक्ष एक उचित भिन्न है जैसा (3) में दर्शाया गया है। इससे विरोधाभास प्रगट होता 
है| इसलिये, ८ एक परिमेय राशि नहीं है। अतः, ८ एक अपरिमेय राशि है | 


प्रेक्षण 
!. श्रेणी का उपयोग करके ० का मान इच्छित दशमलव स्थानों तक ज्ञात किया जा सकता 
है। इसका मान 5 दशमलव स्थानों.तक 
€ 5 2.7828828459045 
दिया गया है। ह 
उदाहरण के लिये, € की श्रेणी के प्रथम पाँच पदों से [+ गा + तर + ता + जा प्राप्त होता है 
जो 2.7 से बड़ा है। चूंकि ८< 3, हम पाते हैं कि 2.7 < ० < 3. 


2. वह संख्या जो बीजीय नहीं है उसे अबीजीय ([ा३०००१०॥४) कहा जाता है| अबीजीय 
वर्ग में £ तथा ८ आते हैं | इसकी उपपत्ति, कि ८ अबीजीय है, को प्रथम बार चार्ल्स हरमिट 
(0॥9768 मद्गा०) ने 873 में प्रकाशित किया था। 


| 
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3. संख्या ४ इतनी महत्वपूर्ण है कि इसे किसी वैकल्पिक विधि से किसी संख्या के लघुगणक 
की परिभाषा का प्रयोग करते हुए जाँच करना उपयुक्त है। किसी आधार ८ पर 
]08, 50 क्योंकि ४० - तथा 0६, ०- | क्‍योंकि ४! - ८. 


इसलिये, ० एक संख्या है जिसका लघुगणक । है। इन तथ्यों से निम्न का मान निकालना 
संभव हो जाता है 


] कगीकि 9, < 
08 (7४) 5-2 क्योंकि ((5)<०7 तथा यदि ]08 #< दु, तो ४5 * 
7.2.3 पुनः, आइये एक व्यापक श्रेणी पर विचार करें 
है. 3 हा 
* आम 4 
किन छा खुद (4) 


यह श्रेणी चरघातांकी श्रेणी (279णाथाए!#॥| 5०7०७) द्वारा जानी जाती है। 


विशेष संदर्भ में &> , के लिये हम पाते हैं [+7+> +व्रु+-»जो वास्तव में ४ के बराबर है| 
हम श्रेणी (4) को ७ द्वारा निरूपित करते हैं। 
(4) में » के स्थान पर -& रखने पर हम पाते हैं 


2 3 
कक 8 - जे 
56 6 (5) 
ई ।.347|[ 
दा न (कि ८ ते मिट अमन 20४ | 
हा जकार हल लिन ५ > (6) 


श्रेणियों ” तथा ८* का योग करने पर, 


2. #& 
-2[+ऊ++ | 
इस प्रकार: 
€+८। > र््‌+ ठाओ (7) 


इसी प्रकार, हम पाते हैं 
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3 5 पर ॥॒ 
शॉट नशसज्ा न "| (8) 
॥। 
€ “८ 52 [+ +ज्ञा । ४ (9) 
े हे टी री | 
तथा € -+]+४८ + का कर (0) 


उदाहरण 4 ८* का निकटतम मान दशमलव के एक स्थान तक निकालिये। 
हल हम पाते हैं 


4 2 4 4 
लत कं2+2+तरु/ पद पद 


> सात पदों का योग 5 7.355 
दूसरे प्रकार से, हम पाते हैं 


0. 002: 08 “28 || 2 22. 03 
८ वी गा +च्यु/ क्षज्ि अं आ हट 


है । /7 


सा ऐ नापा 7/+&5-7.4. 


इस प्रकार ८2, 7.355 तथा 7.4 के मध्य स्थित है| इसलिये ८१ का निकटतम मान दशमलव के 
एक स्थान तक 7.4 है। 
उदाहरण 2 सिद्ध कीजिये कि ८» की श्रेणी में «6 का गुणांक है। 
हल चरघातांकी श्रेणी 
हक पा अर 


€ >> के जा रन दा न जु हु, मर 
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में » के स्थान पर 2% रखने पर हम पाते हैं 


20 (230) (200 
कन/ ठ] श्र 








(2.2) 


5 का मगुणांक के पद में सन्निहित है अतः अभीष्ट गुणांक है 


20 2%2%2%2%2>2 4 
6![ 6>%5%49>3>229<4 45 
8-2 


उदाहरण 3 3. (0.५) का मान ज्ञात कीजिए | 


ग्च2 
हल हम पाते हैं 
((0,)3"2  %(४-)3": ॥07-])37/7._ 7 


शा! [2 #॥ ].%6-)._-2)|[ 2(0-2)! 

2 अि 322 3.3 | 3 
अत: ग ००“ आ्ञत<ऋणगता श/+ एड ] 
उदाहरण 4 >के घात में एक श्रेणी के रूप में ८”'*? के विस्तार में &£ का गुणांक ज्ञात 
कीजिये | 


हल हम पाते हैं 


23+3 _ 22+ 3 (2%+3)* 
षट ल्‍त के पाए न ्काबाड न 


यह 2:+ 3 की एक चरघातांकी श्रेणी है न कि ४ की | इसका व्यापक पद शा है! 
इसे द्विपद प्रमेय द्वारा निम्न रूप में लिखा जा सकता है, 
ग +'2.३"७(०७+"2,३"१(2)* + ...+(2.0" ] 


र-2 


व्यापक पद में »? का गुणांक "८ > है। अतः पूरी श्रेणी में ४ का गुणांक 





६] 


2. 20 का 
2, 


उदाहरण 3 की ही तरह हम इस योग का मान 2४ पाते हैं। 


अतः » के घात में ४४3 के विस्तार करने पर &* का गुणांक 2७) है। 
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द्वितीय विधि हम पाते हैं ८” - ८? ८८८८ | य ष वि पं बे । 





अतः »? का गुणांक 2 2७) है। 
$ गु गत २244 
उदाहरण 5 श्रेणी 


+ रि- ल्‍् न्त + जिस +... का योग निकालिए 


हल ध्यान दीजिये कि श्रेणी 2.72” के समतुल्य है। 


कान, 


अंश में #2 इस प्रकार लिखा जा सकता है : 

मर? ८ था + था + 4ठ॥ (#-) () 
जहाँ ७, , 4| तेंथा 6, गुणांक हैं जिनका मान हमें निकालना है। () में दोनों पक्षों के गुणांकों की 
तुलना करने पर हम पाते हैं 40 5 0, 6 5 |, 4; 5] इस प्रकार #२ ८ # + #(8 - ) 
इसलिये 


ण० 


्ग जल 8 5 / कर !)) ७ 


हा । ग्रत 852 


है तल. # 
रे । न ्जुः क्र? 
नर रेट (४-])! £/727-2)! 


अं + हर टों ८ (#+> )८7 | 


ग्ः 


2० 3 


उदाहरण 6 श्रेणी )»,--»” का योग निकालिये | 


|| 
॥- 77; 


हल # को निम्न रूप में रखने पर 
कह 0 + दा + बठ/7(0 -) + 4४(0-)(0-2) , 
जहाँ 4७५, ८), ५५ ०५ गुणांक हैं जिन्हें ज्ञात करना है। दोनों पक्षों में गुणांकों की तुलना 
करने पर हम पाते हैं | 
: ६.50, 6[57, 4253, ६३5 , इसलिये 


हो ८ # +3#(7-) + #४(४-)(8-2) - 
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इस तथ्य का प्रयोग करने पर, 


की ञ्रा # कक 2 )) ॥ हज ॥(7-)(8-2) , 


|| 
गर्ा धर काकस | 7 


०४ गा । 
जो 
> त 
का 2 कक 3 5) 3 कक 
अष+3, ८ 2 | (४+35+ 2 )८7 


ध्यान दीजिये कि पिछले उदाहरणों, में निम्न बहुपद के रूप में 





680 + ८] #+ 40 ॥0-)+ ... + 4,700 ८) ... (॥-॥/+ |), 


जिसमें #» एक धनात्मक पूर्णाक है, एक महत्वपूर्ण भूमिका अदा करता है उदाहरण 5 में # < 2 
तथा उदाहरण 6 में #> 3 है। इस प्रकार की श्रेणी # में #घात का बहुपद है। ऐसे बहुपद विशेष 
रूप में चरघातांकी फलनों की श्रेणियों के योग के अध्ययन में बहुत उपयोगी होते हैं। 


उदहारण 7 गअ ?,(४)--7 का योग ज्ञात कीजिए जबकि #, (४), #में बहुपद #घात का है। 


चर 


हल बहुपद 7, () को निम्न रूप में निरूपित करने पर 
7.४) > 4 + 4[४+ धढ/0- )+ ... + 4,708 - ।) ... (8--7 + ), - (।) 


हम पाते हैं: 


2 ए(0)-- € 60 ह | पा छत न “७2 तक ठ) लक 92: जया 
नर ५०2, 223 27 27 हि (0-7)! 


मच) क। 





5 (ध0+धाऊ+ 22 +...+4,2 )८7 , (2) 
उदाहरण 7 की विशेष स्थितियाँ 
]. माना कि #+>] तथा #, (४) 5# तो (]) से 6३ ८9 तथा ८, 5 . इन मानों को (2) में 
रखने पर हम पाते हैं: 
9 ँ 2 का 


€ 3 का 


प्न्तो 
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2, यदि #52 तथा #, 0) 5 # तो समीकरण () द्वारा हम पाते हैं 6, > 0, 6, 5 । 
०, + ! तथा समीकरण (2) से प्राप्त योग 


2, गा ९2228 4 (4) 


। 


जैसा उदाहरण 35 में दिया गया है। 
3, इसी विधि से #-3 के लिये, 


>> >नझ 5 (४+32“7+& )' प्राप्त किया जा सकता है। (5) 


। 


जो कि उदाहरण 6 में प्राप्त किया गया परिणाम है।#<-4 के लिये, हम 


2 :(४+727+6-४+> )८' पाते हैं (6) 


 ॥ 


और इस प्रकार अन्य । 
4. »४> के लिये, (2) की श्रेणी 





रा हा ( 7 ) हे ( ८७ हि ध््‌ +६4 » +,..+ 4 )९ हो जाती है | 


मर्चो 


5. माना कि 
0+ 27 +...+# नह 
्। 
॥7 | 
। न 2 (परिणाम 2४ | न 2 | का प्रयोग करने पर 
विफल पतन ह 
न्थ 
इसलिये 








न (४ +2# +# पट 29 9 


ग्च्य हु कन्ं 8 परे फप्््यो 


अब (4), (5) तथा (6) का प्रयोग करने पर, 


__! 2 3 4५ 
2.5 यू (45+ 4% न कश +झ )८ (7) 


क्च्यं 
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6. >- | के लिये (3), (4), (5), (6) तथा (7) के रूप 


च्० 


हक ना २०, 09, पत2०, > 7755०, ७. "गा 58 


मो न र हा 


तथा हम न ् हद ,५, 5 + 23 + 33 + ...+ 7४ हो जाता है। 
उदाहरण 8 श्रेणी 

+ 2 + दा है... का योग निकालिये 
हल श्रेणी 


ण्ठ 


2 (४-)!! 


गच्जो 


निम्न श्रेणी के समतुल्य है 
4 


5 ४9४ _ (5४ 
रअ ॥#॥-)!. न हे 
चूंकि बहुपद #*, # के पदों में 4 घातीय है, हम #-4, (]) में रखते हैं तो 


ही < 7, 00 40 + क[#+ 427 (४-) + 45 #00- ) (7-2) + 4, # (४-८ ) (४-2) (४-3) 


प्राप्त करते हैं। 





दोनों पक्ष के #* के गुणांकों की तुलना करने पर हम पाते हैं 4, -।| अब उसमें # « 0,।,2 तथा 
3 रखने पर हम पाते हैं: 

०050, [5 | , 6 > 40 + 26] + 242 , 0] ८ 40) + 34] + 04, + 664 हि 
उपर्युक्त समीकरणों के निकाय को हल करने पर हम पाते हैं 6०0, 6[5, 62 57, 44 ८6 
तथा 4, 5।. 
इन मानों तथा ४-[ को (2) में रखने पर हम पाते हैं 


37७)», कत0+7+6+2556 , 


5 


7.3 चरघातांकी तथा लघुगणकीय फलन 


परिभाषा। > के सभी वास्तविक मानों के लिये आधार 4>0, ८#। के साथ चरघातांकी फलन 
:/00 5 ०१०४० के द्वारा परिभाषित होता है।इसे « द्वारा व्यक्त किया जाता है। 


८१४ फलन का प्रान्त ४ € # तथा परिसर »€6 (0, + ००) है। 
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यदि 6> | तथा यदि 5, तथा », दो ऐसी वास्तविक संख्यायें है जब कि »| < »,, तो 
८ < 6०, अर्थात्‌ /%,) </0०). इसका अर्थ है, यदि 6> तो चरघातांकी फलन /(४) - था 
पूरे (१ पर बढ़ता है। इसी प्रकार यदि 0<4< ॥, तो /(0) < ०८० पूरे २ पर घटता है। 
यदि ०>0 तथा 6#, तो /(घ) 5 «” एकैकी तथा आच्छादक फलन है अतः इसका 
प्रतिलोमी भी संभव है। 
परिभाषा 2 आधार 6 पर चरघातांकी फलन का प्रतिलोम आधार ८ पर लघुगणकीय फलन 
कहलाता है और ०६, द्वारा निरूपित किया जाता है। 
चूंकि ४57 (४) यदि और केवल यदि ४5 /(9), तो /08, की परिभाषा निम्न प्रकार 
से व्यक्त की जा सकती है: 
9८ /08, 2 यदि और केवल यदि &< ६? 
लघुगणकीय फलन का प्रान्त चरघातांकी फलन का परिसर होता है जो कि धनात्मक 
वास्तविक संख्याओं का समुच्चय है तथा लघुगणकीय फलन का परिसर, चरघातांकी फलन का 
प्रान्त है जो वास्तविक संख्याओं का समुच्चय है। 
लघुगणकीय फलन की परिभाषा के फलस्वरूप, 
८०४४ < », प्रत्येक ४> 0 के लिये ॥02, 45 ] और [08, !50 
ध्यान दीजिए 


4. माना कि 3) >08, 2|, 99 त408, 75 जिससे | 5 ८”, 32 ८ ८7, 
.. तब $|+% ८ |08, ४] + 08, 22 0९2, :| 22, इस प्रकार, 


27॥/४३ _> १8८ “02: 3. आड़ के € ४८ €ः, 


2. विशेष रूप में, यदि हम 45९८ लें तो /5€' यदि और केवल यदि ४-८ 08, » 

3. चूंकि॥/(2 5» तथा &४(४ <८॥०४<  प्रतिलोम फलन है जो रेखा »  « के सापेक्ष सममित 
है। किसी धनात्मक संख्या ८ के लिये हम पाते हैं ४ (0) <# (८) <#(८) , जहाँ 
# (४) 5 >. जैसे जैसे ८ के मान में वृद्धि होती है, उर्ध्वाधर दूरी # (८) -& (८) तथा 
/(०) -#(०) के मान में वृद्धि होती है। # (0) की तुलना में 68 » में धीरे-धीरे वृद्धि 
होती है तथा ७' के मान में # (४) की तुलना में तेजी से वृद्धि होती है। 

4. यदि ४>0 तथा » एक वास्तविक संख्या है तो प्राकृतिक लघुगणक को 08 द्वारा निरूपित 
करते है। 

रो डे १86 आल शा धर द्र्+ ( ]082 4): हा 


2! 
०' का विस्तार है। 
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5. चक्रवृद्धि ब्याज के सूत्र में चरघातांकी फलनों के अनेक अनुप्रयोग हैं, वृद्धि एवं हास 
माडल, रिचर स्केल (शांटआ० 5८४०) ग स्तर, स्वर की तीव्रता, कार्बन काल निर्धारण 
तथा प्राकृतिक स्रोत जिसमें राशि > में वृद्धि अथवा हास की दर # समय पर उपस्थिति 
राशि के अनुक्रमानुपाती है। यदि प्रारम्भ में &-», जब 7-0 तो इस समस्या का हल 
%->>0 ४ है जहाँ एक अचल राशि है। £ का धनात्मक मान चरघातांकी वृद्धि के संगत 
है तथा ऋणात्मक मान चरघातांकी हास के संगत है। 


7.4 चरघातांकी फलन का आलेख ,भ्राफ) 
(४) »52* का आलेख 


चूंकि यहाँ 6०2 > ], चरघातांकी फलन पूरे ॥२ पर बढ़ता है तथा » के सभी मानों के लिये 
» # 2* > 0, इसे हम निम्न सारणी में विशिष्ट बिन्दुओं के निर्देशांकों पर विचार करके दर्शाते हैं : 





चूंकि 6 > , जैसे जैसे « ऋणात्मक 
मानों के लिए घटता है वैसे-वैसे है 2* भी 
घटता है, यह »अक्ष के निकट हो जाता है 
किन्तु इसका छेदन नहीं करता है। फिर 
भी इसका >अन्तःखण्ड [ है। »/-2# का 
आलेख नीर्चे खींचा गया है (आकृति 7.) 


(४) »+5>» का आलेख 


»+ >* का. आलेख ज्ञात करने के लिये 
हम देखते हैं कि »के सभी मानों के लिये 
» ८ 37 > 0, है और इसका >-अन्तःखण्ड 
नहीं है बल्कि >-अन्तःखण्ड ] है। पुनः, 
४>0तथा > में वृद्धि होती है तो $ में 
तीव्रता से वृद्धि होगी किन्तु यदि «& घटता 
है तो » के मान शून्य के निकट होते 
जायेंगे। आलेख आकृति 7.2 में खींचा आकृति ॥7-. 





602 गणित 


गया है, इसके लिये कुछ विशिष्ट बिन्दुओं के निर्देशांकों पर विचार किया गया है जैसा कि 
सारणी 7.2 में दिया गया है। 


सारणी 47.2 








आकृति 7.2 


(०) »5८* का आलेख 


»« ४ का आलेख ज्ञात करने के लिये, हम बहुत सारे महत्वपूर्ण तथ्यों पर ध्यांन देते हैं : 


0) जैसे जैसे » बढ़ता है वैसे वैसे » तीव्रता से बढ़ता जाता है, और जैसे जैसे »घटता है » 
के मान शून्य के निकट होते जाते हैं। 


(0) >-अन्तःखण्ड नहीं है क्योंकि £ के किसी मान के लिये ८४२०0. 
(6॥) #-अन्तःखण्ड | है क्योंकि ४० - । तथा ८&0 


(09) सारणी 7.3 में दिये गये विशिष्ट बिन्दु ४ के आलेख में दिशा निर्देश का कार्य करेंगे 
(आकृति 7.3)| ॥ 
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सारणी 7.3 









आकृति 7.3 


चूंकि 2<८ <3, # 5८” का 
आलेख »-27 तथा >-3” के आलेखों 
के मध्य स्थित है जैसा कि आकृति 
7.4 में दर्शाया गया है। 
नीचे हम कुछ प्रमुख विशेषताओं 
को लिखते हैं: 
3. » के सभी मानों के लिये 
3८ >0 
2. # का प्रान्त सभी वास्तविक 
संख्याओं का समुच्चय है। 


3. # का परिसर सभी घनात्मक ही 
संख्याओं का समुच्चय है । " आकृति 47.4 
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4. आलेख चरघातांकी वृद्धि दर्शाता है तथा 95 2/तथा »-3' के आलेखों के मध्य स्थित 
रहता है (चूंकि ० एक संख्या है जो 2 तथा 3 के बीच आती है)। 

5. >-अन्तःखण्ड | है। 

6. >-अन्तःखण्ड नहीं है। 

7. चरघातांकी फलन एकैकी तथा आच्छादक है। 

7.5 लघुगणकीय फलन का आलेख 

(७) >>/7०४2> का आलेख 

चूंकि लघुगणकीय फलन 7०8, आधार 2 पर चरघातांकी फलंन का प्रतिलोम है, » 5 7०8,» का 

आलेख » >> रेखा पर >> &' के आलेख को परावर्तित करने पर प्राप्त किया जा सकता है। 

»« ०४2», की स्थिति में समीकरण »<2” के प्रयोग से आलेख पर बिन्दुओं के निर्देशांक प्राप्त 

किये जा सकते हैं। यह सारणी 7.4 की ओर ले जाता है। 


सारणी ॥7.4 





चूंकि लघुगणकीय फलन केवल £> 0 के लिये परिभाषित है »<08/» का आलेख (आकृति 
7.5) केवल इन्हीं » के लिये अस्तित्व में है। आलेख »अक्ष को बिन्दु (, 0) पर प्रतिच्छेदित 
करता है। हर 





आकृति 7.5 
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चूंकि »5 27 तथा ५ 08, « प्रतिलोमी फलन हैं, इनके आलेख रेखा 9» के सापेक्ष सममित 
है, जैसा कि आकृति 7.6 में दर्शाया गया है। 





आकृति 7.6 


इसी प्रकार हम »508, » का आलेख खींच सकते हैं तथा पाते हैं कि »< 3" तथा 
»-]0£8. > का आलेख रेखा »>» के सापेक्ष सममित है (आकृति 7.7) क्योंकि ये भी प्रतिलोमी 
फलन हैं। 





आकृति 7.7 
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देखने में ०” का आलेख »52* तथा >»- 3ः के आलेखों जैसा है (आकृति 7.4)| इसी प्रकार 
»«]0£,> का आलेख देखने में />08, ४ तथा >-085 » के आलेखों जैसा है। चूंकि ५८९ 
तथा » 5०६, » प्रतिलोमी फलन हैं, इनके आलेख रेखा #-> के सापेक्ष सममित हैं जैसा कि 
आकृति 7.8 में दर्शाया गया है। 


3. 


4. 





आकृति 7.8 


प्रश्नावली 7.॥ 


7 


दिखाइये कि #[ > (० [तथ्य श्रेणी ”” में एक पद है का प्रयोग कीजिए] 


श्रेणी 


(६+ ले २ 5+ #>)) रा 


+ (+ 22) + ठ त्रा 


में ” का गुणांक ज्ञात कीजिये | 
2. 
£+2+८८ के विस्तार में »' का गुणांक ज्ञात कीजिये। 
€ 


> के घात के आरोही क्रम में ८“ का विस्तार 4 वाले पद तक कीजिये। 


प्रश्न 5 से 4 तक प्रत्येक श्रेणी का योग ज्ञात कीजिये। 


5. 


2 2 3 3 हि 4 
८-82 थध ->89 ६-8 
(६-४) + जज के त्र की जता 





40. 


44. 


]2. 


3, 


5. 
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7 252. 75 

[+6 ([++67) ([+द्+6 +6 ) 

+ रा + त्रा + पक जद बा के. 
है गा प्र (ः का (' 

०० ए (+ 2 कुकी 


मर हो 


[संकेत : "९५ + "0 + "९, + ... + "0,,5 2" तथा "7, <#! का प्रयोग कीजिए] 
246 8 


तर नः जज न दा न ञ्र नर 


पी 2 


गा ओआाकआा जज 


[3 ठ) 9+ 4) 

कजि मर शा 

!:+०2* हि ॥ + 27 + 37 ;! 
श्र 3] गा 

2-6. 2. 20 

एज का 


कि 
5.२ 


स्‍29८2 ते 22 4८3 के 32 २4 हु 42 3८5 
!] श्र] 3 4]! 











[%4 2»%5 3»%6 4>»7 5>»8 
जज नः न हक 


0! 0] /। 3! 4 


छ्टैं 
यदि _-]9598+ 8.0 + 99+ ... + 9,0" तो 8,-3,_, का मान निकालिये। 


47.6 लघुगणकीय श्रेणी (0247० $०788) 


008 (+>) का विस्तार » के घातों में एक दूसरा महत्वपूर्ण विस्तार है | चूंकि चरघातांकी फलन 
एकैकी तथा आच्छादक फलन है इसका प्रतिलोमी फलन भी है | आइये हम इस प्रतिलोमी फलन 
के लिए श्रेणी का रूप ज्ञात करने की विधि का पुनरावलोकन करें | प्राकृत चरघातांकी फलन 
€ का प्रतिलोमी, प्राकृत लघुगणकीय फलन कहा जाता है तथा इसका एक विशेष रूप ]058, » 
या ॥08 » या ॥ > है। इस संभाग में, हम संख्या ८ को लघुगणक के आधार के रूप में लेते हैं, 
जब कभी आधार का स्पष्ट उल्लेख नहीं होता है। 
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प्रमेय. यदि [+|< , तो 


है. ६] * 
ह भर 2, 
809( (+ ख) घ्ट -- खा र्नः ग्ब्ः जाट 


[दायें पक्ष की श्रेणी लघुगणकीय श्रेणी कहलाती है।] 


उपपत्ति चूंकि प्रत्येक ध॑नात्मक संख्या £ को ४%४£ के रूप में लिखा जा सकता है जिससे हमें 
निम्न यह सर्वसमिका मिलती है 


([+»)” « 70%)" __ ८2०४(फ२) 
दायें पक्ष का विस्तार करने पर, हमें मिलता है 

८” ०४१४० _. | + ५ ]02(]+ ४) + के [08(8+ 2) | + ... () 
द्विपद प्रमेय से बायाँ पक्ष निम्न रूप में मिलता है 


से मी ् - 2) 9 - 
0 नी कर 4) 2, (9 स्थिर 2) 3, (9 श्ण् )(/- 3) 4 2) 


जब |» | < | हो, तो यह विस्तार, सार्थक है। (2) के दायें पक्ष को निम्न रूप में लिखते हैं 
]+)४+0+090+ 0+ 0+.... 


2 2 
20 किट, 
»्ठ के ठ ४7 +0+0+0+... 
3 3 
»वत्रएद्ा(+7) +चठ +0+0+ 


र् 
कं 2 482 6.2 
श्चयू 47१5) हाई +0+ 


स्तम्भवार योग करने पर, » का गुणांक 


अतः, यह श्रेणी () में » के गुणांक के बराबर है जो 082 (+») है। इससे प्रमेय की उपपत्ति 
पूर्णहुई। । 


प्रमेय की उपर्युक्त उपपत्ति में, हमें श्रेणी (2) में पंक्ति का योग पंक्ति से या स्तम्भ का योग 
स्तम्भ से करने की प्रक्रिया का औचित्य प्रमाणित करना चाहिए | दूसरे शब्दों में हमें यह दिखाना 
आवश्यक है कि श्रेणी का योग » की विभिन्‍न घातों से गुणांक एकत्रित करके प्राप्त किया जा 
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सकता है। व्यापक रूप से यह चरण उपयुक्त नहीं है। फिर भी इस स्थिति में दिखाया जा 
सकता है कि ।४< | के लिए यही विधि उपयुक्त है। 


उपप्रमेय 
0) (॥) और (2) में »* के गुणांकों की तुलना करने पर, हम पाते हैं 


2 5 अो  : अक .| 
ठ (0828(।+ ४2) ) 5 ठ न तु 8 
जो ।४।<! के लिये सही है। 
'(9) प्रमेय में » के स्थान पर -» रखने पर, हम पाते हैं: 


रु 3 
न गे 
02(- ») पलतओ डा द७ यदि || <[, 
रा अर 
अर्थात्‌ -०8(-205++ दू.+ व +० यदि |॥<।., (3) 


(॥) -08 (->) तथा 08 (+ 0 से प्राप्त श्रेणियों को जोड़ने पर 


00800+ ४) -08(] - ») कल फ | यदि |॥<. (4) 


संख्यात्मक मूल्यांकन प्राकृत लघुगणक की गणना श्रेणी (4) पर आधारित है। (4) में » के स्थान 
] 
पर 5 रखने पर, 


3 
४25०5 |, 
यह निरूपण जो संख्यात्मक मान निकालने में अत्यंत लाभदायक है तथा इसका मान 0.693]47... 
दशमलव के सात स्थानों तक सही है, यदि श्रेणी को | तो पदों तक लिया जाए तब 
शेषफल इसे सातवें दशमलव स्थान को तनिक भी प्रभावित नहीं करता है। 
उदाहरण 9 यदि <» धनात्मक है, तो सिद्ध कीजिए कि 


2 ॥ 
4 [| [/ 5: 
[080 +<) हर आम कल कर 
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हल हम पाते हैं कि: 


2 





न" 680 - 9) ४ + जा +दु +... ; [(3 से) 
9 के स्थान पर प्र 

जा मिड जि जा 
पुनः -08 ॥ हे स- ब्ध्त्त्रर न0६ (+>) 


यही सिद्ध करना था। 
उदाहरण 40 यदि »>0, तो सिद्ध कीजिये: 


।/0-ाो /#नोों 
[02 ५52 (ते ठ जा + इस] *-- 
तथा ॥08 2 का दशमलव के त्तीन स्थान तक मान निकालिये। 
हल हम पाते हैं : 


शल्य 


। +-++---- 
3 ( 9] [( न ञ»+] 
5) । ] ०8 [75> | 5०8७- 
2 रखने पर हम पाते हैं 


+[ 
3 ][ ऐ ।] | 
022 री ना कज | +- 
2 ॥07 व/]7 
नव (रह व *- + 0.693. 


उदाहरण व] ।»।< के लिये, सिद्ध कीजिये 
0 3 2३,725 





के 
5 


कड़े 2 6 4 


चरघातांकी और लघुगणकीय श्रेणी 6॥॥ 
हल चूंकि 


77770+>) ८]-४++->+..., 


हम पाते हैं 


]072(।+ 5) न 
[+> 22, 


हि ॥। &+#-+) +...) 


3 
3 _+-+_ (4 
]+ । +[(+ + । 230 थे 
| 


2.4]3 23 4 
6 4 


व - 5 
फ 2 


उदाहरण 72 |»४|< नर के लिये सिद्ध कीजिये 


मी ही 20 
020]+ 35+ 22“) ८ 3 55 + जुट तर झ + 


हल चूंकि ( + 3५: + 22) ८ (] + 2) ( + 220, हम पाते हैं 
008 (] + 35+ 2.४2) 5 08 ((+ >) (+2:0) 
5 08 ([+ >) + [02 ( + 220 


4 2 3 4 
"कल, ट-डि स्टिप्. 





2 &] 4 2 3 4 
कि हि कह गिल मा हि | 
__ उ४-> | न ठ ऐ हि | न ठ्रु 4 नी थे न 
32.93 [7 4 
ने उन तल कफयुड “यु + 


5 7 9 
>22>3 3>4%5 5»6»<7 


हल ४वां पद निम्न है 


उदाहरण 3 +,.. का योग ज्ञात कीजिये। 


के 208+ 3 
7. (2#-)(20)0(20+) 
छ | 


हक बा 
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हम पाते हैं 


श +-) 3. (. _ /0(20) (28+ 2 + 3 (227-) (20 +) + ( (200 - |)2# 
289-] 28. 28+[ (28-]) 28 (28+ ) $ 


जहाँ », 8 तथा (: अचर हैं जो ज्ञात किये जाने हैं। [यह आंशिक भिन्‍नो में तोड़ना कहलाता है] 
॥ (20) (है + )+ 5 (28-) (#४+ )+ ९" (२४- ) >## "2707 + 3 
इस समानता से », 8 तथा 0 का मान ज्ञात करते हैं। 





दोनों पक्षों में #२, # के गुणांकों तथा अचर पदों की तुलना करने पर, 
40 + 48 + 40<0, 20-20 -2 तथा -8 - 3. 


समीकरणों के निकाय को हल करने पर हम पाते हैं ७ - 2, 3 --3 और (१ - . इसलिये #वां 
पद निम्न रूप में आता है 


52577: 206: 
॥ र भा-य शा श्र+' 
हम ध्यान देते हैं कि 
2 34 22 4॥।| ] । | 
>> 2.“ “2 (।: _2-< +-++< 
0 3 मल । | 5 हे 
_2>_32.]_ 2 2 68.7 
किन बुत कुत्ता कह 
3 9 7) /29 ७3. 7॥ 
इसलिये ॥+४- हर कक 
॥। 
2 


८202 2+ (।॥082- [) 5: 308 2 - . 


उदाहरण 44 किसी उपयुक्त लघुगणकीय श्रेणी को प्रयोग करके !08 3 का निकटतम मान 
निकालिये | 


चरघातांकी और लघुगणकीय श्रेणी 6॥3 


हल हम ०४ के निकटतम मान 2.7 पर विचार करते हैं। 08 3 का निकटतम मान इस प्रकार 
निकालते हैं 


306 
[02 ठ्त 08 ठत 


- [02८ + 409 हर 











् (7०१) 
मे 22 वि मम जप 
9 2 8 3 429 
- .05 निकटतम 
प्रश्नावली 47.2 
निम्न को सिद्ध कीजिये : 
] ] | 5 
शी 77 77 
] ] ] ] ] 
2, हज हर तल हा हा 


मद पं अर मम 
है 226 | 6 2(6+) 2,3%+)7 3.46+])? 


कक आग 2 
4. ण्ड प्र 5 ठ2 + व प्र न 


5. यदि $52>-और |/[>], सिद्ध कीजिये कि 


2 लय पट 
हे. तर 5 डी. | 99 5 


2 ५ 
6. अयदिं/ तो पा चाति कीजिये] 
इक. 2 (&+) 3 (ऋ+])7 
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निम्न श्रेणियों का योग निकालियेः 


हु [>57 उठ5  उद्बर बच 5 
%2%3 3>%4%5 556४7 
॥ .|4 .| । 

के न जलन बा 


आह के 8 0 लि 00 हर 
५ 5 26 | 67 


१2. दिखाइये कि 


08 (४+ 2॥) 5 2[08(४+ 8) + 408 & - । 


प्र रा श्र + | हर 
(>+ग)7. 2 (+॥) 3 (कक) |: 








अध्याय ॥7 पर- विविध प्रश्नावली 














3, सिद्ध कीजिये : 
; 928 4.4 2 9...9 5.5 2 
ह पारा ध्र॑ओ धाडा. वबीड __ 
(0) [५ तय +-| लिन पक +- न्प। 
0) ८“ के विस्तार में #, जा» है 
() ८ स्तार मे #', | £ दा | 
2. सिद्ध कीजिये कि 
हे अर पास शी 
[32 2353 उंद्र कड़े ४77०8 [ ०७ 
3, दिखाइये कि 
244 3447 4 | 547 ॥। 
प्जु उठा वित्त बहा ८ ठ्भा [083-[02 2 


चरघातांकी और लघुगणकीय श्रेणी 6(5 
, यदि हल तो दिखाइये कि $ज्तण ॥ 


, सिद्ध कीजिये कि 





%+] | | 
(0८ कल 8 मरलाब जनक यह पहसाप कहा, 
४ ५ | ्त 3(22+) 5(2४+]* यदि ४>0 


2 है 4 ' 
, यदि ,5४ -7-+८--+... तथा |/ <॥, तो सिद्ध कीजिये कि 





30 80 > 

. सिद्ध कीजिये | 
कि न | सका +2* | हा 

. सिद्ध कीजिये 


[ 
ण्० (020 /०॥ का 
0 0 अत 
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ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


महान गणितज्ञों में से एक गणितज्ञ लियोनार्ड आयलर (,००्राका0 #ण०) का जन्म 
स्विट्जरलैण्ड के बासेल (895०) में बनौली गणितज्ञों के परिवार में सन 707ई. में 
हुआ था। उन्होंने जॉन बर्नौली (007 8०7००४) से गणित सीखा. उन्होंने 500 से अधिक 
पुस्तकें तथा शोध पत्र प्रकाशित किये। उनका शोध अबाध रूप से चलता रहा यद्यपि 
उनके आँख की रोशनी 59 वर्ष की अवस्था में ही चली गई | 783 ई. में अपनी मृत्यु तक 
उन्होंने 300 अतिरिक्त पाण्डुलिपि छोड़ी जिसका प्रकाशन अगली आधी शताब्दी तक 
चलता रहा | 


आयलर ने बीजगणित, त्रिकोणमिति तथा कलन शास्त्र में प्रयुक्त होने वाले बहुत से चिन्ह 
तथा शब्दावली बनाये। लैटिन में सन्‌ [748 ई« में उनकी पुस्तक "गएण०वंपढांणा (0 
जरि।धशात॥ #॥॥ एंड” गणित की सर्वप्रथम प्रकाशित पुस्तकों में से एक है। कुछ 
परिचित चिन्हों जैसे ० जिसे प्राकृत लघुगणक के आधार में प्रयोग किया जाता है, # को 
- | के वर्गमूल के लिये, »योग के चिन्ह के लिये, /(४) को फलन के मान के चिन्ह के 
लिये, %; को इकाई वृत्त के क्षेत्र के लिये, इन सभी की खोज का श्रेय आयलर को ही जाता 
है। आयलर ने ही सर्वसमिका ४४ > ८०४४+ 75%» को खोज निकाला था जिसमें ४-7 
रखने पर यह हमें पाँच अचर राशियों के बीच सम्बन्ध मिलते हैं। इनकी पुस्तक 
पुताकाला० वा श्षाबरो५ जा] /00ण॥7' के सातवें अध्याय में ८ की ही चर्चा की गई है। 


अनन्त श्रेणी 5,-. के योग के रूप में परिभाषित करते हुए ८ का संख्यात्मक मान उन्होंने 


दशमलव के 23 स्थानों तक (2.7828...) सही निकाला उन्होंने इसके लिए दो सतत्‌ 
भिन्‍न व्यंजक भी दिया। 


चार्ल्स हरमिट ने सन्‌ 873 ई. में ० (५४750०0०7/४) को अबीजीय सिद्ध किया। सन्‌ 
926 ई. में डी. एच. ल्हेमर (9,प. [,७॥ा८०) ने ८ का मान सतत्‌ भिन्‍न व्यंजक को लेकर 
दशमलव के 709 स्थानों तक निकाला । 


लगता है कि लघुगणकीय फलन को श्रेणी का रूप स्कॉटिश गणितज्ञ जेम्स ग्रेगरी' 
(॥6४ (०४2०५) ने ही दिया तथा कि (का » को भी श्रेणी के रूप में प्राप्त किया। 


बा 2० #- 0. _ <] (] 
नर ठ हवा ४ 5 ]. ) 


जब समीकरण () में ४ - । तब यह आसानी से दर्शाया जा सकता है कि माधकव- ग्रे यरी 
श्रेणी (६०0॥४ए३ (ज९९०० 8०7९४) आयलर श्रेणी (सा! ३ 86768) 


7 | 


न्‍- ज८ | 
2 में बदल जाती है। 
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यह श्रेणी नीलकण्ठ के “तंत्र संग्रह” तथा पुतुमन गोविन्द र्वामिन की पुस्तक “करणपत्नाति" 
में वर्णित है। 


न्यूटन, (४०७॥०४) जो 642 ई. में पैदा हुए थे, ने 7०7४ (। +») का विस्तार एक अनन्त 
श्रेणी 


] 
छ्ाफ़ 5 ]->&+ ४ -.४3+ 


के रूप में या त्तो लम्बे भाग से अथवा द्विपद प्रमेय द्वारा निकाला | फिर, भी यह निकोलस 
मरकेटर (स८०4०5 'शरटा०४०) ही थे जिन्होंने इस श्रेणी को निम्न रूप में सन्‌ 668 ई« 
में प्रकाशित किया । 


टर ड्ो 
] ] न ४--“पद्रा+नद्र +" 
०2 (।+ 2) | ठ तर 


धन ]708 ((+ 0) / ((->) का विस्तार जॉन वालिस (07 ५५५॥॥४४७) द्वारा सन्‌ 695 ई. में 


ज्ञात किया गया। आर कोट्स (6२. 20०८४) ने अपनी पुस्तक “हारमोनिया मेन्सुरेरम”, 
(सक्काशणांध /थ०य5ए्ध्ापा)) जो उनकी मृत्यु के पश्चात्‌ सन्‌ 722 ई. में प्रकाशित हुई, 
में यह बताया, कि 68 (८००४ 6 + / गत 9) 57 8 जो ८१- ००४ 6+7 390 6 के समतुल्य है 
जिससे आयलर का नाम जुड़ा है परन्तु इसका ज्ञान डी. मावरे (06 ]४०४४०४७) को 
सम्भवतः 7707 ई- के आसपास, पहले से ही था। 


गणितीय 
(॥भप्ता॥श।(५,000) 
8. भूमिका 


बिना किसी विशिष्ट अर्थ या संदर्भ के, तर्क-शास्त्र तर्क के व्यापक प्रतीमानों का अध्ययन है। 
यदि एक वस्तु या तो काली या सफेद है, और यदि वह काली नहीं है, तब तर्क द्वारा यह निष्कर्ष 
निकलता है, कि वह अवश्य सफेद है। ध्यान पूर्वक देखिए कि दी गयी परिकल्पना से तर्कसंगत 
विवेचन यह नहीं प्रकट कर सकता है कि काले और सफेद का क्या अर्थ है, या एक वस्तु दोनों 
प्रकार की क्यों नहीं हो सकती है। 
विज्ञान और सामाजिक विज्ञान की अनेक शाखाओं में तर्कशास्त्र के अनुप्रयोगों की 
सम्भावनाएं हैं। वस्तुतः कम्पयूटर विज्ञान की अनेक शाखाओं जैसे अंकीय तार्किक परिषथ, 
रुपरेखा स्वचलन सिद्धान्त तथा कृत्रिम बुद्धिमत्ता के लिए तर्कशास्त्र सैद्वान्तिक आधार है। 
इस अध्याय में हम कथनों (8॥#धगथा5), कथन के सत्यापन, संयुक्त कथन, आधारभूत 
तार्किक संयोजको (888४0 [.0श/09 (:ण॥॥6ण"४४७), सत्यता-सारणीयाँ ([70॥ १80]88), पुनरूक्तियां 
([४४००१८७), तार्किक समतुल्यताएं (0९०१ 200४8|०॥८०), द्वित्व (979॥9), कथनों का 
बीजगणित (५]8७079 ४ $॥७॥०॥७), तर्कशास्त्र में वेनआरेख का प्रयोग और अन्त में स्वीचिंग 
परिषथों ($ज॥०४ाष्ट 'ा८्णांछ) में तर्कशास्त्र के सरल अनुप्रयोगों का अध्ययन करेंगे | 
48,2 कथन (8(4॥शा।शा&) | 
कथन एक वाक्य है, जो या तो सत्य है या असत्य है परन्तु एक ही साथ दोनों नहीं हो सकता है। 


टिप्पणी एक वाक्य जो एक ही साथ सत्य और असत्य दोनों होता है, वह कथन नहीं, बल्कि 
एक विरोधाभास है। 





उदाहरण 

(क) निम्नांकित वाक्यों में से प्रत्येक 
0) नई दिल्‍ली भारतवर्ष में है। 
(0) दो धन दो चार होता है। 
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(४) गुलाब लाल है। 
(0९) सूर्य एक तारा है। 
(५) प्रत्येक वर्ग आयत होता है। 
सत्य है, अतः उनमें से प्रत्येक कथन हैं। 
निम्नांकित वाक्यों में से प्रत्येक 
(श॑ं) पृथ्वी एक तारा है। 
(शा) दो धन दो पाँच होते हैं। 
(शं।) प्रत्येक आयत वर्ग होता है। 
(5४) 8, 6 से छोटा है| 
(ग) प्रत्येक समुच्चय परिमित समुच्चय होता है। 
असत्य हैं और प्रत्येक एक कथन हैं। 


(ख 


8७ 


उदाहरण 2 


(क) निम्नांकित वाक्यों में से प्रत्येक: 

60) दरवाजा खोलो। 

(४) पंखे का स्विच आन (०0) करो। 

(6॥) अपना गृह कार्य करो। 

को सत्य या असत्य की कोटि में नहीं रखा-जा सकता है, अतः ये कथन नहीं है। वस्तुतः 
उनमें से प्रत्येक आदेश (कमाण्ड) है। | 
(ख) निम्नांकित वाक्यों में से प्रत्येक: 

(५) क्‍या आप रहमान से मिले? 

(ए) आप कहाँ जा रहे हें? 

(शं) क्‍या आप ने कभी ताजमहल देखा है? 

को सत्य या असत्य की कोटि में नहीं रखा जा सकता है। वस्तुत: उनमें से प्रत्येक प्रश्न 
हैं, अतः कथन नही है। 
(ग) निम्नांकित वाक्‍यों में से प्रत्येक: 

(शा) आप चिर-जीवी रहें! 

(शा!) ईश्वर आप को आशीष दें ! 

को सत्य या असत्य की कोटि में नहीं रखा जा सकता हैं। वस्तुतः इनमें से प्रत्येक 
इच्छाबोधक (0729०) हैं, अतः कथन नही है। 
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(घ) निम्नांकित वाक्यों में से प्रत्येक: 

(५) अरे। हम मैच जीत गए | 

(00) ओह! मैं फेल हो गया । ' 

को भी सत्य या असत्य की कोटि में नहीं रखा जा सकता है। वस्तुतः इनमें से प्रत्येक 
विस्मयादिबोधक (#ऋण०क्रात%०१) हैं, अतः कथन नही है। 
(ड़) निम्नांकित वाक्यों में से प्रत्येक: 

00) सभी लोगों को सुप्रभात | 

(थ) आप सर्वेत्कृष्ट भाग्यशाली हों। 

को भी सत्य या असत्य की कोटि में नहीं रखा जा सकता है। वस्तुतः इनमें से प्रत्येक 
अभिलाषा-बोधक (ए४७) हैं, अत: कथन नहीं है। 
(च) निम्नांकित वाक्यों में से प्रत्येक: 

0ध॥) कृपया मेरे पक्ष में कार्य करें । 

(09५) मुझे एक गिलास पानी दीजिए। 

को भी सत्य या असत्य की कोटि में नहीं रखा जा सकता है। वस्तुतः उनमें से प्रत्येक एक 
प्रार्थना (& 72पुप८४) हैं, अत: कथन नही है। 


: (छ) निम्नांकित में से प्रत्येक 
(7५) » , एक प्राकृत संख्या है। 
((श) वह, कालेज का एक विद्यार्थी है। 


एक मुक्त वाक्य है, क्योंकि (४४) की सत्यता या असत्यता 5 पर निर्भर करती है, और 
(ःशं) की सत्यता या असत्यता सर्वनाम 'वह' के संदर्भ पर निर्भर है| हम देख सकते हैं, कि 


<«[, 2, ... इत्यादि के लिए (६५) सत्य है परन्तु ४८ न त् /*- इत्यादि के लिए असत्य है। इसी 
प्रकार (#णं) भी सत्य या असत्य हो सकता है। तथापि एक निर्दिष्ट समय या परिस्थिति में वे 


सत्य या असत्य हो सकते हैं। चूँकि हम इस बात में ही रुचि रखते हैं कि वह सत्य या असत्य 
, है, अतः वाक्य (६४) और (४) कथन समझे जा सकते हैं। 


टिप्पणी उदाहरण 2 में कथन ((४) और (5५) को मुक्त कथन भी कहते हैं। 
कथनों को निरूपित करने के लिए कुछ संकेतन उपयोगी सिद्ध होते हैं। मान लीजिए कि 


हम कथनों को /, 4, # », .... जैसे छोटे अक्षरों द्वारा निरूपित करते हैं। इस प्रकार एक कथन 


“नई दिल्‍ली एक नगर है।“ को # द्वारा निरूपित या व्यक्त करते हैं। इसे हम निम्नांकित प्रकार 
से लिखते हैं। ॒ 
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7 : नई दिल्‍ली एक नगर हैं। 


इसी प्रकार एक अन्य कंथन '2+3-6' को ६ द्वारा व्यक्त करते हैं और लिखते हैं, कि 
ध:2+35८0 


8.2.] एक कथन का सत्य गान (7+त्र४ 7४० ग८ ४/ब7/॥४०४0) किसी कथन की सत्यता 
या असत्यता को उसका सत्यमान कहते हैं। प्रत्येक कुथन या तो सत्य या असत्य होता है| कोई 
भी कथन एक ही साथ सत्य और असत्य दोनों नहीं हो सकता है। यदि एक कथन सत्य है तो 
हम कहते हैं, कि इसका सत्यमान शा या प"'है और यदि वह असत्य है, तो हम कहते हैं कि 
इसका सत्यमान 7४७४0 या ए है। 


उदाहरण 3 उदाहरण (४) में दिए कथनों के सत्यमान '', जबकि उदाहरण (9) के कथनों के 
सत्यमान ए हैं | 


8.2.2 संयुक्त कथन ((क#फ़ग्फावं &८४४श॥5) एक कथन सरल कहलाता है, यदि इसको 
दो या दो से अधिक कथनों में खण्डित नहीं किया जा सकता हों। उदाहरण (४) और (9) में 
विचारित सभी कथन सरल कथन है। 


ऐसे नए कथन, जो दो या अधिक सरल कथनों को संयोजित करने से बनते हैं, उन्हें 
संयुक्त कथन कहते हैं। इस प्रकार संयुक्त कथन वे हैं, जो दो या दो से अधिक सरल कथमनों 
से बने हैं। ह 


उदाहरण 4 


(४) कथन “गुलाब लाल हैं और वनफ्शा नीले हैं” एक संयुक्त कथन है, जो दो सरल कथनों 
“गुलाब लाल हैं।" और ”वनफ्शा नीले हैं।“ के संयोग से बना हैं। 


(0) कथन “गीता बीमार है या रेहाना स्वस्थ्य हैं।" भी एक संयुक्त कथन है। यह दो सरल 
कथनों “गीता बीमार है|“ और “रेहाना स्वस्थ्य है।" के संयोग से बना है। 


(0). कथन “आज पानी बरस रहा है, और 2+25<4“ एक संयुक्त कथन है, जो दो सरल 

कथनों “आज पानी बरस रहा है।” और “2+2-4" का संयुक्त रूप है। 

सरल कथन, जो संयुक्त होकर संयुक्त कथनों को बनाते हैं, को उप-कथन या संयुक्त 
कथन का घटक कथन कहते हैं। संयुक्त कथन $, जो उपकथनों #, 4, #, ... से बना है, को 
$ 0, ५, / ...) से व्यक्त करते हैं| 

एक संयुक्त कथन का आधारभूत गुण यह है, कि उसका सत्यमान, उसके उपकथनों में से 
प्रत्येक के सत्यमान के साथ ही साथ उसके संयोजन विधि द्वारा पूर्णतः ज्ञात किया जाता है। 
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प्रश्नावली 8. 


ज्ञात कीजिए कि निम्नांकित वाक्यों में से कौन से कथन हैं, और कौन से कथन नहीं हैं। अपने उत्तर 
का औचित्य भी दें। 


७ 9७ जा छू एप #$ी (६ छेद 


>> >> री वय 
की ै> >> हे धर 


] 


6. 


पर 


संख्या 6 के तीन अभाज्य गुणनखण्ड हैं| 

एक त्रिभुज के अन्त: कोणों का योगफल 80 अंश है। 
चन्द्रमा सूर्य के चारो ओर चक्कर लगाता हैं| 

एशिया एक महाद्वीप है। 

2 एक सम संख्या है 

जॉन मुझे ध्यान से सुनो । 


. एक त्रिभुज की चार भुजाएं होती हैं| 


तुम कौन हो? 
2++<.,3 


. ४2 एक परिमेय संख्या है। 
, आप कैसे हैं? 

« ४४+ 35 7 

. अपना कार्य करो। 

» 2+3<6 


तुम्हारा थैला कहाँ है? 


# व्यक्तियों में से दो व्यक्तियों द्वारा दो कुर्सियों पर बैठने के प्रकारों की संख्या "ए, है। 


निम्नांकित कथनों में से प्रत्येक का सत्यमान (!' या 79) लिखिए। 


]7, 
8, 
9. 


संख्या 7 अभाज्य है। 
परिमेय संख्याओं की संख्या परिमित है। 
वनफ्शा नीले हैं। 


20, प्रत्येक वर्ग आयत है। 


2, प्रत्येक समुच्चय अपरिमित समुच्चय होता है। 


22, 


सभी पूर्णांक प्राकृत संख्याएं हैं । 
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23. 2+75"6 
24, 2+3<6 
25, शून्य एक सम्मिश्र संख्या है। 


28. आकाश नीला है| 


8.3 आधारभूत तारिक संयोजक (छव्नग्नंट 7.0ट्रांटन्व (१!एणा॥९ट9९५) 

सरल कथनों से संयुक्त कथन बनाने के अनेक ढंग हैं। वे शब्द जो सरल कथनों को सम्मिलित 
कर उन्हें संयुक्त कथन बनाते हैं, संयोजक (00॥7स्‍0/४०७) कहलाते हैं | अंग्रेजी भाषा में हम दो 
या अधिक कथनों को मिलाकर नए कथनों की रचना संयोजक “और (४00)” “या (०)” आदि 
के प्रयोग द्वारा करते हैं, जिनके अनेक अर्थ होते हैं। क्योंकि अंग्रेजी भाषा में इन संयोजकों का 
प्रयोग सदैव असंदिग्ध और सुस्पष्ट नहीं है, अत: यह आवश्यक है, कि तर्कशास्त्र की भाषा, जिसे 
कर्म भाषा (00००:,था87०४८) कहते हैं, के लिए निश्चित अर्थ वाले संयोजकों के समुच्चय को 
परिभाषित किया जाय। अब हम कर्मभाषा के लिए संयोजकों को परिभाषित करते हैं जो उपर्युक्त 
चर्चित संयोजकों के संगत हैं। संयोजन (0०ग्रुंणरणांणा) जो शब्द “और (४॥0)” के संगत है, 
वियोजन शब्द को या (०)” के संगत है और निषेघन (५०४०४०ण) जो “नहीं (॥00” के संगत, 
तीन आधारभूत (तार्किक) संयोजक हैं। 


हम सयोजन को व्यक्त करने के लिए प्रतीक '» ', वियोजन को व्यक्त करने के लिए 
प्रतीक '»' और निषेधन को व्यक्त करने के लिए प्रतीक “-” सदैव प्रयोग करते हैं। 


टिप्पणी निषेधन को संयोजक कहते हैं, यद्यपि यह दो या दो से अधिक कथनों को मिलाता 
नहीं है। वास्तव में यह कथन का रूपान्तरण (/००४॥॥०%४०7) कर देता है। 


8.3.4 संयोजन (८०ग्ंए्४28/०४) यदि दो सरल कथन # और ६ शब्द “४70! (और) द्वारा 
सम्बद्ध हों, तो परिणामी संयुक्त कथन “% और 4” को 9 और 4 का संयोजन (00॥[प्रा०ांणा$) 
कहते हैं, और इसे प्रतीक “# “०” द्वारा व्यक्त करते हैं। 


उदाहरण 5 निम्नांकित सरल कथनों का संयोजन बनाइए। 
7: दिनेश एक लड़का है। 
4: नगमा एक लड़की है। 
हल कथन # और 4 का संयोजन 
ह 7“ 4 : दिनेश एक लड़का और नगमा एक लड़की है। 
द्वारा व्यक्त होता है। 
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उदाहरण 6 निम्नांकित कथन का प्रतीकात्मक रूप में अनुवाद कीजिए। 
“जैक और जिल पहाड़ी के ऊपर गए ।” 

हल दिए कथन को पुनः लिखा जा सकता है, यथा 

“जैक पहाड़ी के ऊपर गया और जिल पहाड़ी पर गई [” 

मान लीजिए कि # : जैक पहाड़ी पर गया और ८: जिल पहाड़ी पर गयी। 

तब प्रतीकात्मक रूप में दिया कथन 9» ५० है। 
टिप्पणी ।$ 
4. प्रतीक », जो हिन्दी भाषा में प्रयुक्त संयोजक 270 (और) के संगत हैं, का विशिष्ट अर्थ 


है, यद्यपि क्षात (और) का प्रयोग कुछ अन्य अर्थों में भी हो सकता है। अन्तर देखने के 
लिए निम्नांकित त्तीन कथनों पर विचार कीजिए | 


6) रमेश एक लड़का (है) और नगमा एक लड़की है। 

()) कमला ने पुस्तक खोली और पढ़ना आरम्भ किया। 

(४) दिनेश और अहमद मित्र हैं। 

कथन 0) में संयोजक 'और' उसी अर्थ में प्रयुक्त है, जो अर्थ प्रतीक , का है| कथन () 
में शब्द 'और' का अर्थ तब है, क्योंकि “कमला ने पढ़ना प्रारम्भ किया, की क्रिया “कमला ने 
पुस्तक खोली, क्रिया के पश्चात होती है| अन्ततः (7) में शब्द और' एक संयोजक नहीं है। 
2. सामान्यतः संयोजक “४0 (और)“ ऐसे दो कथनों में प्रयुक्त होता है जिनमें कोई सम्बन्ध 


हो | इसलिए संयुक्त कथन “वर्षा हो रही है और 2 अभाज्य संख्या है।" विचित्र लगता है, 
किन्तु तर्कशास्त्र में पूर्णतः स्वीकार्य कथन है। 


दो सरल कथनों # और 4 के संयोजन #» के सत्यमान के सम्बन्ध में हम पाते हैं, कि 
(0,):.. कथन 9» का सत्यमान 7' होता है. यदि 9 और॥ दोनों के सत्यमान 7! हों। 
(0.):... कथन 7»«4 का सत्यमान 7 होता है. यदि # याद या दोनों के सत्यमान # हों। 
उदाहरण 7 निम्नांकित चार कथनों का सत्यमान लिखिए। 

(0) दिल्‍ली भारत में है और 2+ 3-6 

(४) दिल्‍ली भारत में है और 2+ 3-5 

(0) दिल्ली नेपाल में है और 2+355 

(५) दिल्‍ली नेपाल में है और 2+ 3-6 
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9,) को ध्यान में रखते हुए हम पाते हैं, कि कथन (6) का सत्यमान 
)- 6” का सत्यमान 9 है | कथन (४) का सत्यमान १' है, क्योंकि दोनों 
और 2+3+-5 के सत्यमान "' हैं। इसी प्रकार कथनों 69) और (०) 


'! सरल कथन # और ६८ शब्द “या (०)" द्वारा सम्बद्ध हाँ, तो परिणामी 
और ८ का वियोजन कहते हैं, और प्रतीकात्मक रूप में इसे “# 4” 


क््थनों का वियोजन ज्ञात कीजिए। 
ता है। 
है। 


वियोजन #४>4 निम्नांकित द्वारा प्राप्त होता है, 

चमकता है या वर्षा होती है। 

# अर्थ सदैव वही नहीं होता है जो हिन्दी भाषा में शब्द “या? का है। 
नांकित त्तीन कथनों पर विचार कीजिए। 

या कोलकत्ता जाएगा। 

रेंग में कोई गड़बड़ी है। 

छ: व्यक्तियों को उनके क्रीड़ा में उपलब्धियों के लिए पारितोषिक दिए 


हक या (0)' का प्रयोग दोनों सम्भावनाओं में से किसी एक के होने के 
[के कथन, (9) मेँ स्पष्ट वॉँछित अर्थ यह है, कि एक या दूसरी या दोनों, 
। अन्ततः (४99) में “या (७7 )' का प्रयोग व्यक्तियों के लगभग संख्या सूचित 
है, और वह संयोजक के रूप में प्रयुक्त नहीं किया गया है। 

और 4 के वियोजन #+>4 के सत्यमान के लिए सम्बन्ध सें हम पाते 


का सत्यमान #' होता है; जब 7 और दोनों का सत्यमान 7” हो ।/ 
का सत्यमान 7' होता है. यादवि  याव् या दोनों का सत्यमान 7' हो/ 
कथनों में से प्रत्येक का सत्यमान लिखिए। 
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(60) भारत यूरोप में है या2+ 2-4 

6५) भारत यूरोप में है या2+ 2-5 
हल उपर्युक्त (0,) और (0,) को ध्यान में रखते हुए हम देखते हैं, कि केवल अन्तिम कथन 
का सत्यमान 5 है, क्योंकि उसके दोनों उपकथनों “भारत यूरोप में है।” और “2+2<-35” का 
सत्यमान 7 है। शेष 0) से (#) तक के सभी कथनों का सत्यमान १' है, क्योंकि उनके उपकथनों 
मे से कम से कम एक का सत्यमान "' है। 
8.3.3 निषेधन (१४८४०४४०७) एक ऐसा दृढ़ कथन जिसमें कथन की असफलता अथवा खण्डन 
व्यक्त हो, कथन का निषेधन कहते हैं। किसी कथन का निषेधन सामान्यतः कथन में नहीं (५४०॥) 
को समुचित स्थान पर प्रविष्ट करने पर अथवा कथन के पहले “यह स्थिति नहीं है, कि” अथवा 
"यह असत्य है, कि” जोड़कर बनाया जाता है। 


कथन # के निषेधन को प्रतीकात्मक रूप में “-#” द्वारा व्यक्त करते हैं। 

टिप्पणी किसी कथन का निषेधन बनाते समय शब्द "नहीं (२०७“ को कथन में समुचित स्थान 
पर प्रविष्ट कराने में सावधानी बरतनी चाहिए। वास्तव में कथन “सभी वर्ग आयत हैं।" 

का निषेधन, “नहीं हैं सभी वर्ग आयत” जो () 

“सभी वर्ग आग्यत नहीं हैं"_। के समतुल्य नहीं है। 
तथापि एक ऐसे वर्ग का अस्तित्व है, जो आयत नहीं है () के समतुल्य है। 
टिप्पणी उल्लेखनत्तीय है, कि किसी कथन को अस्वीकार करने के लिए मात्र एक प्रत्युदाहरण 
(0००३७: ०६०४7.)०) पर्याप्त है। उदाहरणतः कथन “सभी वर्ग आयत हैं।” को असत्य प्रमाणित 
करने के लिए कम से कम एक वर्ग जो आयत नहीं है, के अस्तित्व को प्रमाणित करने की 
आवश्यकता है। ह 
उदाहरण 40 कथन # : नई दिल्‍ली एक नगर है। का निषेधन लिखिए | 
हल # का निषेधन निम्नलिखित है। 

“9: नई दिल्‍ली एक नगर नहीं है। 
या “/ : यह स्थिति नहीं है, कि नई दिल्‍ली एक नगर है। 
या “# : यह असत्य है, कि नई दिल्‍ली एक नगर है। 
टिप्पणी हम देखते हैं, कि यद्यपि तीन कथन “नई दिल्‍ली एक नगर नहीं है।" "यह स्थिति नहीं 
है, कि नई दिल्‍ली एक नगर है” और “यह असत्य है, कि नई दिल्‍ली एक नगर है“ सर्वसम 
(0०॥002) हैं, हमने इन तीनों को -# (कथन # : नई दिल्‍ली एक नगर है के निषेधन) के रूप 
में अनुवाद किया है| इसका कारण यह है, कि इन तीनों कथनों का भाषा में एक ही अर्थ है। 
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इस बहुरूपता (५7 मंएआंटा(ए) का कारण यह है, कि तर्कशास्त्र की भाषा (कशंंग्ण।भा8००४०) में 
एक कथन प्रतीक द्वारा व्यक्त किया जाता है, और इसकी संगतता प्राकृतिक भाषा में कई कथनों 
द्वारा हो सकती है, जिसके द्वारा एक व्यक्ति अपने को विभिन्‍न ढंगों से व्यक्त कर सकता है। 
उदाहरण ॥] निम्नांकित कथनों का निषेधन लिखिए । 

7: मैं कल अपनी कक्षा में गया। 
8: 2+356 
#:. सभी प्राकृत संख्याएं पूर्णाक हैं। 
हल कथन $ का निषेधन , 
“/# : मैं कल अपनी कक्षा में नहीं गया। 
या 
यह स्थिति नहीं है कि कल मैं अपनी कक्षा में गया। 
या 
यह असत्य है, कि मैं कल अपनी कक्षा में गया। 
या 
मैं कल अपनी कक्षा से अनुपस्थित था। 
कथन ६ के निषेधन निम्नांकित हैं। 
“7६:2+3#0 
या 
यह स्थिति नहीं है, कि 2+ 3-6 
या 
यह असत्य है, कि 2+3- 6 
कथन #+ के निषेधन निम्नांकित हैं। 
-#: नहीं हैं, सभी प्राकृत संख्याएं पूर्णांक 
अथवा 
. एक ऐसी प्राकृत संख्या का अस्तित्व है जो पूर्णाक नहीं है। 
अथवा 
यह स्थिति नहीं है, कि सभी प्राकृत संख्याएं पूर्णाक हैं। 
अथवा | 
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यह असत्य है, कि सभी प्राकृत, संख्याएं पूर्णाक हैं। 

कथन # के निषेधन -# के पाते हैं, कि 
00.) :.. ४ का उत्यमान 7' होता है| जब-जब # का सत्यमान 77 हो। 
(00.0: -#४ का सत्यमान #' होता है. जब-जब # का सत्यमान 7' हो ।/ 
उदाहरण 2 निम्नांकित कथनों में से प्रत्येक के निषेघन का सत्यमान लिखिए। 

6) 02: प्रत्येक वर्ग एक आयत है। 

() ४: पृथ्वी एक तारा है। 

60) #४:2+3<4 
हल (0.) और (0) को ध्यान में रखकर हम पाते हैं कि -# का सत्यमान फ हैं क्योंकि # का 
सत्यमान '' है। इसी प्रकार >4 और -+ का सत्यमान "' है, क्योंकि दोनों कथनों 4 और # के 
सत्यमान 9 है। ८ 
8.3.4 संयुक्त कथनों के निषेधन (४८३० तु ८०॥फ०्करावे डंद्राश॥0॥/8) 


() संयोजन का निषेधन (2र्ड्द्ांका ००गग्रंप्रआ2#/०४) स्मरण कीजिए कि संयोजन 244 
में दो उपकथन » और ८ हैं, जिन दोनों का आस्तित्व साथ ही साथ है। इसलिए एक संयोजन 
के निषेधन का अर्थ दोनों उपकथनों में से कम से कम एक के निषेधन से पूरा होता है। इस 
प्रकार हम पाते हैं कि, 


(0,.) :.. संयोजन 9 «4 का निष्धन # के निषेधन और 4 के निषेधन का ववियोजन होता है। 
समतुल्यतः हम लिखते हैं कि 


>०(2/4)5०:१४०१. 

उदाहरण 3 निम्नांकित संयोजन में से प्रत्येक का निषेधन लिखिए। 

(४) पेरिस फ्रॉस में है, और लन्दन इंगलैएड में है। 

(0) 2+35८5 और 8<0, 
हल 
(७) चूँकि #: पेरिस फ्रॉँस में है। और 4: लन्दन इंगलैण्ड में है। 
तब (४) में संयोजन ४» द्वारा व्यक्त है। 
अब “/ : पेरिस फ्रॉस में नहीं है। 

“4: लन्दन इंगलैण्ड में नहीं है। 
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इसलिए (70.) के प्रयोग से 9५4 का निषेधन निम्नांकित द्वारा व्यक्त है। 

“(79/१) - पेरिस फ्रॉस में नहीं है या लन्दन इंगलैण्ड में नहीं है। 
(0) यहाँ 9:2+3-5 और. 4:8< [0. 
तब (9) का संयोजन ४“ 4 द्वारा व्यक्त होता है। 
अब “9:2+3#5 और -१:8५0. 
तब (0,) के प्रयोग से #«4 का निषेधन निम्नांकित है। 

“(72<«4)5<52+3>#5 या (840). 
(0) वियोजन का निषेधन (१४८४८४०४ ० ंशं४४0४०४) स्मरण कीजिए कि वियोजन 9४५4 
दो उपकथनों # और 6 द्वारा निर्मित है | ये ऐसे हैं कि या 9 या ३ या दोनों अस्तित्व में है | इसलिए 
वियोजन के निषेधन का अर्थ दोनों # और 4 के साथ ही साथ निषेधन से है। इस प्रकार 
प्रतीकात्मक रूप में हम पाते हैं कि 


(0,)) :... एक वियोजन # ५१4 का निषेधन # के निषेधन और ६ के निषेधन का संयोजन होता 
है। समतुल्यतः हम लिखते हैं कि 


“>(2०५4)5० ४१०१ 
उदाहरण 4 निम्नांकित प्रत्येक वियोजन का निषेधन लिखिए ] 
(४) राम कक्षा 5 में है या रहीम कक्षा जा में है। 
(0) 7,4 से बड़ा है या 6, 7 से छोटा है। 
हल 
(४) मान लीजिए #: राम कक्षा # में पढ़ता है और 4: रहीम कक्षा जामें है। 
तब (४) में वियोजन #४४ द्वारा व्यक्त होता है। 
अब “# : राम कक्षा हमें नहीं है। 
“# : रहीम कक्षा जया में नहीं है। 
अब (0,) के प्रयोग से 9५4 का निषेधन प्राप्त होता है। 
“(7५४4): राम कक्षा 5 में नहीं है और रहीम कक्षा जा में नहीं है। 
()) मान लीजिए 9: 7, 4 से बड़ा है और ६:6,7 से छोटा है। 
तब (0,) के प्रयोग से 9५4 का निषेधन प्राप्त होता है। 
“(7५४4):7, 4 से बड़ा नहीं है, और 6, 7 से छोटा नहीं है। 
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ता) निषेधन का निषेधन 0५८2७४०ा॥ ण॑ 8 ॥०2०४०॥) जैसा कि इंगित किया गया है, कि 
निषेधन एक संयोजक नहीं है, परन्तु एक रूपान्तरक है। यह एक सरल कथन को रूपान्तरित 
कर देता है, और एक सरल कथन में ही लागू होता है। इसलिए (20.) और (0,) को ध्यान में 
रखते हुए किसी कथन # के लिए हम पाते हैं, कि 


(00) :... एक कथन के निषेधन का निषेधन स्वयं मूल कथन ही होता है। समदुल्यतः हम 
लिखते हैं. कि 
“४ (०४) 5/ 
उदाहरण 45 09,) का सत्यापन कीजिए, यदि कथन 
7 : गुलाब लाल है| 
हल 79 का निषेधन निम्नांकित है, 
“? : गुलाब लाल नहीं है। 
इसलिए # के निषेधन के निषेधन 
“(-/): यह स्थिति नहीं है, कि गुलाब लाल नहीं है। 
या 
यह असत्य है, कि गुलाब लाल नहीं है। 
अथवा 
गुलाब लाल है| 
अनेक कथन, विशिष्टत: गणित में इस प्रकार के होते हैं "यदि # तो 4 ऐसे कथनों को 
प्रतिबन्धित कथन (0॥भांणात। #क्ष॥॥०॥8) कहते हैं। इन्हें /-> 4 द्वारा व्यक्त करते हैं | इसे 
५ से अर्थ 4 निकलता है।' पढ़ते हैं। 
दूसरे कथन का प्रचलित रूप “यदि और केवल यदि 4” है। ऐसे कथनों को द्वि-प्रतिबन्धित 
(87-०णा०४०॥५) कहते हैं| ट्वि-प्रतिबन्धित कथन को #«> 4 द्वारा व्यक्त करते हैं। 
7-२ 4 और #«> 4 के सत्यमान के सम्बन्ध में हम पाते हैं कि 
(४) प्रतिबन्धित कथन 9-> 4 असत्य है, यदि # सत्य है और ८ असत्य है। सिद्धान्ततः # के 


असत्य होने पर #9->4 का सत्य होना, बिना & के सत्यमान पर विचार किए ही 
सुनिश्चित है। 


(9) द्वि-प्रतिबन्धित कथन # «> 4 सत्य है, यदि 9 और 4 के सत्यमान सदैव समान हों, अन्यथा 


यह असत्य है 


सत्यापित किया जा सकता है, कि 9-> ६ 5 (>79)०५ 4. 
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निम्नांकित सारणी आधारभूत संयोजकों, प्रतिबन्धित कथनों, द्वि-प्रतिबन्धित कथनों और 
उनके निषेधनों को प्रतीकों सहित स्मरण रखने में सहायक है। 











समतुल्यता 27*«? 4 | ४४ (-०१)]५[१ ० (० 2)] 
(या द्वि-प्रतिबन्धित) 


प्रश्नावली 8.2 


4. संयोजन और वियोजन बनाइए | 
7 : मौसम ठण्डा है। 
4 : वर्षा हो रही है। 
2, मान लीजिए कि कथन 9 “आज वर्षा हो रही है।“ तथा 4 “इस कमरे में बीस कुर्सियां हैं।“ हों, तो 
निम्नांकित का वर्णन करने के लिए सरल वाक्य लिखिए । 
0) 7४4 () +|# (॥) “4 
(५) » 77४4 (५) 76१ 
3, निम्नांकित प्रत्येक मिश्र कथन को प्रत्तीकात्मक रूप में लिखिए। 
0) आकाश नीला है और घास हरी है। 
(7) जावेद समाचार पत्र & या समाचार पत्र 8 पढ़ता है। 
6४) अशोक समाचार पत्र 5 और समाचार पत्र श पढ़ता है। 
(५) यह असत्य है, कि घास हरी है। 
(४) यह असत्य है, कि आकाश नीला नहीं है। 


4. यदि # कथन “मैं टेनिस पसन्द करता हूँ।' और ८ "मैं फुटबाल पसन्द करता हूँ।“ को निरूपित 
करते हों तो “7#« 7-१५ द्वारा क्या निरूपित होता है? 
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5. 


क्या निम्नांकित कथनों में से प्रत्येक दूसरे के निषेधन हैं? 
(9) “£ एक परिमेय संख्या नहीं है।” 

“£ एक अपरिमेय संख्या नहीं है।” 
(७) “४ एक परिमेय संख्या नहीं है।” 

“( एक अपरिमेय संख्या है।” 


प्रश्न 6 से 5 त्तक के प्रत्येक कथन का निषेधन लिखिए 


6. 
फ्र् 
है, 
9, 
पं 


4, 
2. 
3. 
4. 
5, 


। 


राम फुर्तिला और स्वस्थ है| 

४>7 या ४<7 

मृदुल निर्दयी है या वह कठोर है। 

» एक वास्तविक अपरिमेय संख्या नहीं है। 
आकाश नीला है और 2<7 

सभी ब्रिभुज वर्ग है। 

मिनी फुर्तीली या सुन्दर है। 

प्रत्येक परिमेय संख्या वास्तविक संख्या है। 
४2 एक अपरिमेय संख्या है। 


सम्मिश्र संख्याएं वास्तविक संख्याएं हैं। 


8.4 सत्त्यता सारणी (एक "'8968) 


मान लीजिए कि उपकथनों #, 4, /, ... से निर्मित $ (9, 4, # ...) एक संयुक्त कथन हैं | एक सरल 
और संक्षिप्त ढंग जो $ के सत्त्यमान तथा उपकथनों #, 4, » ... आदि के सत्यमानों के बीच 
सम्बन्ध को व्यक्त करता है, इसे एक सारणी द्वारा प्रदर्शित करते हैं, जिसे संयुक्त कथन $ की 
सत्यता सारिणी कहते हैं। किसी कथन की सत्यता सारिणी के अवलोकन से हम बहुत सी 
सूचनाएं जैसे सभी तार्किक सम्भावनाओं के लिए कथन सत्य है, सभी तार्किक सम्भावनाओं के 


लिए कथन अस्त््य है, इत्यादि को प्राप्त करते हैं। 


एक सत्यता सारिणी में पंक्तियाँ और स्तम्भ होते हैं। प्रारम्भिक स्तम्भ उपकथनों के सभी 
सम्भव सत्यमानों से भरे जाते हैं, और अन्तिम स्तम्भ संयुक्त कथन $ के सत्यमानों द्वारा भरा 
जाता है। ($ का सत्यमान प्रारम्भिक स्तम्भों में अंकित $ के उपकथनों के सत्यमानों पर निर्भर 


करता है।) 
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यदि एक संयुक्त कथन मात्र एक सरल कथन से बना है (जैसे #४-#) तब 
सत्यता-सारणी में पंक्तियों की संख्या 2! (- 2) होगी, और यदि एक मिश्र कथन दो सरल 
उपकथनों से बना है। (जैसे 7५4) तब इसके सत्यता सारिणी में 22 (- 4) पंक्तियों की 
अवश्यकता होती है इत्यादि। हम नीचे दिए गए उदाहरणों की सहायता से सत्यता सारिणी बनाने 
की विधि स्पष्ट करते हैं। 


उदाहरण 6 -# की सत्यता सारिणी बनाइए | 


हल ध्यान दीजिए. कि एक सरल कथन -7 केवल एक सरल कथन $ से निर्मित है। अतः 
इसकी सत्यता सारिणी में 2! (-2) पंक्तियाँ होंगी। # के सभी सम्भावित सत्यमानों पर विचार 
करने की आवश्यकता है। ह 

(09) को ध्यान में रखते हुए स्मरण कीजिए कि # का सत्यमान "' होता है, यदि और 
केवल यदि -#» का सत्यमान छहो, -# की सत्यता सारिणी निम्नांकित है। 


सारिणी 8.। -# के लिए सत्यता सारिणी 





उदाहरण ॥7 ४» (-#) के लिए सत्यता सारिणी बनाइए | 


हल ध्यान दीजिए कि संयुक्त कथन 9» (- ४) सारिणी 8.2 
केवल एक सरल कथन # से निर्मित है। अतः 
सत्यता सारिणी में पंक्तियों की संख्या 2 (- 2) 
होगी। यह आवश्यक है, कि # के सभी सम्भावित 
मानों पर विचार किया जाय। 


चरण ॥ # के सभी सम्भावित मार्नो अर्थात्‌ "' और 
ए को सत्यता सारिणी (सारिणी 8.2) के प्रथम 
स्तम्भ में लिखिए। 

चरण 2 (0.) और (00 का प्रयोग करते हुए 


“/ के सत्यमानों को सत्यता-सारिणी के द्वितीय 
स्तम्भ में लिखिए (सारिणी 8.3). ; 
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चरण 3 में (0,) का प्रयोग करते हुए 9 «(- ४) 
के सत्यमानों को अन्तिम स्तम्भ में यथा स्थान 
लिखिए | (सारिणी 8.4). 


उदाहरण 38 7४2» के लिए सत्यता सारिणी 
बनाइए | 


हल संयुक्त कथन #»4 दो सरल कथनों #£ 
और 6६ से निर्मित है। अतः #»१ के सत्यता 
सारिणी में पंक्तियों की संख्या 22 (< 4) होनी 
चाहिए। अब कथनों » और 4 के सभी सम्भावित 
सत्यमानों अर्थात्‌ एए' पछ, एश' और एए को सारिणी 
8.5 के प्रथम दो स्तम्भों में लिखिए | 

तब उपर्युक्त (0,) और (0,) को ध्यान में रखते 
हुए संयुक्त कथन # ०» के सत्यमानों को सत्यता 
सारिणी (सारिणी 8.6) में प्रविष्ठट करके सारिणी 
पूर्ण कीजिए | 

उदाहरण 49 7» के लिए सत्यता सारिणीं 
बनाइए | 


हल उपर्युक्त (0.) और (0,) को ध्यान में 
रखते हुए, स्मरण कीजिए कि संयुक्त कथन # «५ 
का सत्यमान ० होता है, यदि और केवल यदि # 
और ६ दोनों के सत्यमान प हो, अन्यथा 9/५4 
का सत्यमान "' होता है। इस प्रकार 9«५4 के 
लिए सत्यता सारिणी, सारिणी 8.7 में दी गयी 
है। 


उदाहरण 20 निम्नांकित कथमनों 'के लिए सत्यता 
सारिणी बनाइए | 


(3). “[४2«(-१))- 
७09) (7०4) «(-०+/) . 
(०0) “[((->79)०(-१)). 


सारिणी 48.4 20 (2) के लिए 
सत्यता सारिणी 


“४ |? 














० 
+० 


सारिणी 48.5 


हज । 


सारिणी 8.6 #» “ 4 के लिए सत्यता 
सारिणी 





सारिण 8.7 # ५4 के लिए सत्यता 
सारिणी 


< 


छ 
श्र 


| 
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हल (४) -[7“(-4)] के लिए सत्यता सारिणी निम्नांकित है। 


सारिणी 8.8 -[#/ » (-4)] के लिए सत्यता सारिणी 








(७) (9» 4) “ (-#) के लिए सत्यता सारिणी निम्नांकित है। 


सारिणी 8.9 (/ » 4) ७ (- ४) के लिए सत्यता सारिणी 





(०) -“[((-/)०(-५)] के लिए सत्यता सारिणी निम्नांकित है। 
- सारिणी 8.0 -[(-- 9) ५ (-4)] के लिए सत्यता सारिणी 


“(० ४9) (-१4))] 
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प्रश्नावली 8.3 
निम्नांकित में से प्रत्येक के लिए सत्यता सारिणी बनाइए। 
4. “(7४ १) 

32. (-०४)%(-१) 


3. (7५१)४(०+४) 
4. (9४4)४ (०१) 


5. “[#०(-१4)) 


6. (7४५५)४7 
7, (7५०५) ०7 
8. (2८१) ०7 
9. (7/«4)४५४7 


0. (9 «4१)४(-/) 


पए, (9०१) ०५[-(४ « 4)] 


48.5 पुनरूक्तियाँ (7 ५एा०0०शां25) 


एक कथन पुनरूक्ति ('१७००४५४) कहलाता है यदि वह सभी तार्किक सम्भावनाओं के लिए सत्य 
हो । दूसरे शब्दों में एक कथन, पुनरूक्ति तब कहा जाता है, जब उसका सत्यमान '' और केवल 
ए'सत्यता सारिणी के अन्तिम स्तम्भ में हो । समान्यतः एक कथन को विरोधोक्ति (80०४०) 
कहते हैं, यदि सभी तार्किक सम्भावनाओं में वह असत्य हो | दूसरे शब्दों में एक कथन विरोधोक्ति 
तब कहलाता है, जब इसके सत्यता सारिणी के अन्तिम स्तम्भ में सत्यमान 7 और केवल 7 हो। 
एक दिए कथन को पुनरूक्ति (या विरोधोक्ति) निश्चित करने का सीधा ढंग उसकी सत्यता 
सारिणी का बनाना है। 

उदाहरण 2। कथन »०(- 9) एक पुनरूक्ति शारिणी कह) हक 50५ 

हैं, क्योंकि इसकी सत्यता सारिणी के (सारिणी हलक 

8.]) के अन्तिम स्तम्भ में सर्वत्र '' है। 


उदाहरण 22 कथन #»(-#) एक विरोधोक्ति 
है क्योंकि इसकी सत्यत्ता सारिणी (सारिणी 8.2) 
के अन्तिम स्तम्भ में सर्वत्र ए है। 
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सारिणी 8.2 ४ » (- 9) के लिए सत्यता सारिणी 





टिप्प्णी एक पुनरूक्ति का निषेधन एक विरोधोक्ति है, क्योंकि यह सैदव असत्य है। और एक 
विरोधोक्ति का निषेधन एक पुनरूक्ति होती है क्योंकि यह सदैव सत्य है। 


उदाहरण 23 दर्शाइए कि 
(४७) “(2५ (-/)] एक विरोधोक्ति है। 
(७) “(2 “ (-/)] एक पुनरूक्ति है। 
हल (9) “[#9०(-+४)] के लिए सत्यता सारिणी निम्नांकित है। 


सारिणी 8.3 -[2०(- /)] के लिए सत्यता सारिणी 


जाट 





क्योंकि इसकी सत्यता सारिणी के अन्तिम स्तम्भ में सर्वत्र 7 है, अतः यह निष्कर्ष निकलता 
है कि +[# ५(-|)] एक विरोधोक्ति है। 


(७) -[#“(- 7)] के लिए सत्यता सारिणी निम्नांकित है। 


सारिणी 8.4 -[# » (- 79)] के लिए सत्यता सारिणी 





क्योंकि इसकी सत्यता सारिणी के अन्तिम स्तम्भ में सर्वत्र ।' है, अतः यह निष्कर्ष निकलता 
है कि -[# » (-7)] एक पुनरूक्ति है। 
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उदाहरण 24 दर्शाइए कि, 

(४) (2५५) ४(०/) एक पुनरूक्ति है। 

(७) (9»4)“(-/) एक विरोधोक्ति है। 

हल (४) (7५4)४(-४) के लिए सत्यता सारिणी निम्नांकित है। 
सारिणी 8.5 (9 ५ 4) ४५ (- ४) के लिए सत्यता सारिणी 





क्योंकि (9५4) ५ (- #) की सत्यता सारिणी के अन्तिम स्तम्भ में सर्वत्र ' है, अतः निष्कर्ष 


यह निकलता है, कि (#०५०५)५(-/) एक पुनरूक्ति है। 


(५) (9«१4) »(-#) की सत्यता सारिणी 8,9 को स्मरण कीजिए और ध्यानपूर्वक देखिए कि 
उसके अन्तिम स्तम्भ में केवल ए है। अतः (9 » 4) « (-/) विरोधोक्ति है। 


प्रश्नावली 8.4 


निम्नांकित कथनों में से कौन से पुनरूक्ति और कौन से विरोधोक्ति हैं, इसके निर्धारण कैं लिए सत्यता 
सारिणी का प्रयोग कीजिए। 


7. 


कण जे 9७. ए # (६४ (२ 


(०4) ०४] ०१9 

(-4० 2) 2 (४ «(० /)) 
(०4) ८४) ५ [४ ४ (० #)) 
(22 4) (० (७ « 4)) त 

(7 ७ (० १)) 2 ((० 2) ४ 4) 

(४ / 4) ५४ (० 22 ४४ « (- 4)] 
((० ४) 6 4) «(4 7)) « (- 4) 
[० 2) ५4]५(४ ० (- ५) 
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8.6 तार्किक समतुल्यताएं (,6ट्टांट्वा एकुए्रंएथशा८९) 


दो कथन ४, (9, 4, # ..)) और ४, (9, 4, # ...) तर्कतः समतुल्य या सरलतः समतुल्य कहलाते 
हैं, यदि सभी तार्किक सम्भावनाओं के लिए उनके सत्यमान समान हों, तथा इन्हें 


$, (9, 4, ॥ ...) 5 ७, (9, 4, » ...) द्वारा व्यक्त किया जाता है। 


दूसरे शब्दों में ५, और &, तर्कत: समतुल्य हैं, यदि उनके लिए बनाई गयी सत्यमान सारिणियाँ 
समान हों। (समान सत्यता सारिणी से अभिप्राय यह है, कि उनके सत्यता सारिणियों के अन्तिम 
स्तम्भों में प्रविष्टयाँ समान हों |) 


उदाहरण 25 दिखाइए कि “(9»4) और (-#)४(-५) तर्कतः समतुल्य है | 
हल दोनों कथनों की सत्यता सारिणीयाँ निम्नांकित हैं। 


सारिणी 8.6 - (2 » 4) की सत्यता सारिणी 





कथन -(#»« 4) कथन (-»#9) ५(-६) के समतुल्य है। 
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टिप्पणी कथनों 
7; मोहन एक लड़का है | 
4: संगीता एक लड़की है। 
पर विचार कीजिए 
अब उदाहरण 25 से हम पातें हैं, कि 
“(४2 4) 5 (० 9) ४५(-०५). 
अतः कथन 


“यह स्थिति नहीं है कि मोहन एक लड़का है, और संगीता एक लड़की है |” का वही अर्थ 
है, जो कथन 


“मोहन एक लड़का नहीं है या संगीता एक लड़की नहीं है।” का है 
उदाहरण 26 मान लीजिए, 9: दक्षिणी-पश्चिमी मानसून इस वर्ष बहुत अच्छा है। 
और 4: नदियों का जल-स्तर बढ़ रहा है। 

“[(> |) ५(-4)] का शाब्दिक अनुवाद कीजिए। 
हल उदारहण 25 को ध्यान में रखते हुए हम पाते हैं, कि 
“(9 /4) 5 (७ 79)५(-५). 


अतः कथन -[(-#) ५ (-५)] वही है, जो कथन >(४» 4) का निषेधन है, और यह वही 
है जो संयोजन 7०4 है। अतः -[(-#) ५(-4)] का शाब्दिक अनुवाद है, 


“इस वर्ष दक्षिण-पश्चिम मानसून बहुत अच्छा है और नदियों का जल-स्तर बढ़ रहा है।” 
उदाहरण 27 निम्नांकित सिद्ध कीजिए। 


(0) न फए०(>वीड (-79)«4. 
(0) “(>४)«4] 5 9 ५(- ५). 


(0) “(०#) 5 ४. 
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हल (४) “[#०(-4)] और (-/)»६ के लिए सत्यता-सारिणी निम्नांकित है। 


सारिणी 8.8 - [४ »(-4)] की सत्यता सारिणी 


ह ॥8॥ 






















दोनों सारिणियों के अन्तिम स्तम्भ समान हैं। 
()) सत्यता सारिणी 8.20 को ध्यान में रखते हुए उपपत्ति स्पष्ट है। 


सारिणी 8.20 सत्यता सारिणी #५(-4) और -[(- ४9) « 4] की सत्यता सारिणी 
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(०) सारिणी 8.2। के अनुसार समतुल्यता सिद्ध होती है। 


सारिणी 8.28 >“(-9) की सत्यता सारिणी 





उदाहरण 28 सिद्ध कीजिए >-(7५4) 5 (-#)«(-१५)- 
हल सत्यता सारिणी 8.22 से समतुल्यता सिद्ध होती है। 


सारिणी 8.22 -(79५4) और (- 9)» (-4) की सत्यता सारिणी 





उदाहरण 29 -यदि # एक पुनरूक्ति को व्यक्त करता है, और 9 कोई सरल कथन है। तब 
(8) 7//5 ४ (0) 7४५75 ४. 
हल उपयुक्ति की उपपत्ति के लिए हम निम्नांकित सत्यता सारिणी 8.23 बनाते हैं। 


सारिणी 8.23 #«7 और #०7 की सत्यता सारिणी 
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उदाहरण 30 यवि ८ एक विरोधोक्ति व्यक्त करता है, तब किसी कथन के लिए हम पाते हैं, 
कि 

.. (9) #४८७४ (७) 74८७ ८. 

हल निम्नांकित सत्यता सारिणी 8.24 अभीष्ट उपपत्ति प्रदान करती है। 


सारिणी 8.24 9५८ और 2»८ की सत्यता सारिणी 





उदाहरण 3] यदि 9, 4 और # तीन कथन हैं, तो सिद्ध कीजिए कि : 
(89) (7५4)४५४ 5 7५(4४१7). 
(0). (/4)#7 5 9 # (4५०) . 

हल हम अभीष्ट उपपत्ति के लिए निम्नांकित सत्यता सारिणी बनाते हैं। 


सारिणी 8.25 (9५4) ५7०, ४ ५ (१४०), (79 « 4) » » और 9» (4 »7) की सत्यता सारिणी 
ण फ्जट 
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उदाहरण 32 यदि », 4, # कोई तीन कथन हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 
(8) 7 (4०५7) 5 (9०4) ४(४७ ०४). 
0). #५ (4०7) 5 (9४4) ०(७०४४). 

हल सत्यता सारिणी 8.26 अभीष्ट उपपत्ति प्रदान करती हैं। 


सारिणी 8.26 १ « (१४५०), (9 / 4) ५ (9 »+), 7 ५ (१५७/) और (9०५) ०» (४४+) की 
सत्यता सारिणी 




















प्रश्नावली 8.5 


यदि 7 एक पुनरूक्ति और ८ एक विरोधोक्ति हो, तो प्रश्न | से 5 तक में ज्ञात कीजिए कि कौन-कौन 
कथनों के जोड़े तर्कतः समतुल्य हैं। ; 


, ४०९४ * 4) और #. 

2, “(9५4)और (-/)«(-५) . 

3, “[(9०१4)४७४] और ० [9० (4०१7)]. 
4, “[((०9००)५४४] और >[# ५ (4४०४). 


5. (79०८4) ४+/ और 7<(६४५+7). 
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6. (“70५4 और ->(/५०). 
7. 7५५7०) और 
8. >(9०4)और (-४)«५. 
9, (7५4१)४५7और #४(६०५३) . 
30, [-(7५4)०(७४(-7))] «(० |) ५ (-५) और (७०३). 
॥, (79«4)०# और #»(4४७+). 
2, [((>४)५4] ० ५(-+)] «[(- #) ५ (०५)] और -(७४०+). 
3. (-4)%३४] «7 ०(-#%)] और (7५५)०८. 
44, [(-४)५4] ४०9० (-4)] और (५७/१)४४. 


5, (#«4) ५ ((-४) ५४ &(-4))) और [(-#)« 4] ०५४. 


8.7 द्वित्व 00एथ7॥7) 


दो मिश्र कथन $, और ७, परस्पर द्विवचन (00०॥$) कहलाते हैं, यदि वे एक दूसरे से » को ५ 
द्वारा और » को » द्वारा प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होते हों | समवद्धक » और » भी एक दूसरे 
के ट्विवचन (9088) कहलाते हैं। 


उदाहरण 33 निम्नांकित कथनों के द्विववचन लिखिए: 
(8) (7५4)४7 (५७) (7०१) ०7 
(०) [>(7५9)0४०७(६०(६ ० (-७))) 

हल अभीष्ट द्विवचन निम्नांकित हैं 
(8). (2०१) ०7 (0) (7४१4) ४५7 
(०) [- (2० १)] ०५ [४ ४ (“० (4४(-०७)))] 


'टिप्पणी यदि मिश्र कथन 3 में विशिष्ट चर । (पुनरूक्ति) और ८ (विरोधोक्ति) प्रयुक्त हों तो $ के 
ट्विवचन को प्राप्त करने के लिए # को ० और ८ को # से [और निःसन्देह » को ५» और » को 
* से प्रतिस्थापित करने पर] प्राप्त करते हैं। 


उदाहरण 34 निन्‍म्नांकित प्रत्येक कथन के ट्विवचन लिखिए : 
(9). (7८ 4)४४ (0) (27४५7) ०७7 
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हल अभीष्ट द्विवचन निम्नांकित हैं 
(8) (79५4)०८ (0) (7«८)४५०/ 


यदि $(७, 4) 57» एक संयुक्त कथन हो, तो $(9, () 5 # ५६ ५ जहाँ $"(», 4) और 
8(9, 4) परस्पर ट्विवचन हैं। निरीक्षण कीजिए कि, 


-$(%, वो > ० (/ ०4) 5(-० ७) ५(-५) [उदाहरण 25 द्वारा] 
२9 (० |, ० 4) 

और 
“>३(,4)5 “(2 ५4)5(-४) « (-4) [उदाहरण 28 द्वारा] 
२8०४9,“ ५) - 


इस प्रकार -8(9,4) 59 (- 9, “ 4) और -8४(,4) 5 8(- 9, ०“ ५) हैं। हम इस परिणाम 


को संयुक्त क़थन $(9,, 9,, .... 2,), क लिए भी प्रसारित कर सकते हैं जिसमें कथनों की 
संख्या परिमित है। इस प्रकार हम पाते हैं, कि 


(9) * “>95(9५ एक >>) 9 (+ फ + 29 -५ /' 72,) 
(&) :... ०३86, #9-579,) 5 श० ५ ० 999 ०० ० 92॥)5 
जहाँ ४ (॥, 9५, . /,) युक्त कथन 8(॥, #,, ..., 2,) की द्वित्व है। 


उदाहरण 35 यदि $(७, 4, /), संयुक्त कथन (-9)«[-(4४०)] है, तो (8)) का सत्यापन 
कीजिए। * ह 


हल यदि $४"(», 4, /) , संयुक्त कथन $(%, 4, /) का द्विवचन हो, तो 


$ (५७, 4,7) 5 (579) ५[-(४०»7))]. 
अब 
“४5(9, 4,7) 5 “(० 7) «[- (4 ५+)]. 


& 7५(६४+/) [उदाहरण 25 और 27(0) के प्रयोग द्वारा] 
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अतः 
9... 9, ० 4, “/) 5 ((-० ४)) ५ [- ((- 4) « («+))| 
5 ५ [4४०7] [उदाहरण 25 और 27(0) के प्रयोग द्वारा 


इसलिए 
“५७(/७, 4, 7) 5 $(. »,- ०,-7) सत्यापित हुआ। 


प्रश्नावली 8.6 
यदि । पुनरूक्ति और ८ विरोधोक्ति व्यक्त करते हों, तो प्रश्न | से |4 तक दिए प्रत्येक कथन का ड्िवचन 
लिखिए। 


3. (४4)%0:४७) 2, [#०(-१)|५(-०/) - 
3, [-(9५६)] «(४ ४५(०(६० (० ४)))। . 4. (/2६)०।- 
5, (79०«१)४५+, 6. (+/)८((-५१)०(१४००५।०(-०+/॥|. 
7४% (79«4)४५८. 8. (79/०५)००. 
9, (7५५)०७॥. 0. (#9००५)४०७।. 
[, (7५५4)५८, 42, (#9४५५)०८. 


3. यदि 8(५, ५, /) , संयुक्त कथन #» (4५०) हो तो (7) का सत्यापन कीणिए। 
॥4, यदि 8(», 4,/) , संयुक्त कथन #७(४४७+) हो तो (7) का सत्यापन क्षीजिए | 
निम्नांकित प्रत्येक संयुक्त कथन का द्विवचन लिखिए | 

5. राम स्वस्थ्य है, या गरिमा सुन्दर है| 

6. मैं आलू-चिप्स और टमाटर-सूप पसन्द करता हूँ । 

॥7.. मार्क और अयूब जंगल गए | 

78. उपमा एक गायिका है या अत्नमा एक नर्तकी हैं | 

9, सोहन और शर्मिला उर्दू नहीं पढ़ सकते हैं। 

20. दीपक एक डाक्टर है, या प्रिया एक अध्यापिका है। 
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8.8 कथनों का बीजगणित (&एलआ ० $ग्लाॉणाशा5) 
कथन अनेक नियमों को संतुष्ट करते हैं, उनमें से कुछ 
निम्नांकित हैं| 
. .वर्गसम नियम (तल्ाएगथा ॥895) यदि # कोई 
कथन है, तो, 
0) 7५१४४. (४) 7##5%/ 


उपपत्ति इसकी उपपत्ति सत्यता सारिणी 8.27 से सुस्पष्ट 
है| 


2, साहचर्य नियम (455०2८५॥४९ ]49५) यदि /, 4, “ कोई तीन कथन हैं, तो 


सारिणी 8.27 


ट 
एप 
हर 







(3) 7५(६४7)5(9 ५५६) ४५१ 
(0) /7८«(६५७7)5(/» 4) ७7 

उपपत्ति उदाहरण 3 को ध्यान में रखते हुए इसकी उपपति स्पष्ट है | 

3. क्रम-विनिमेय नियम ((0ग्रातरा909९ ।9 ७७) यदि /£ और ध्‌ दो कथन हैं, तो 
(3) /2५45७६४ |? 
(9) 7245७१०५०/. ह 

उपपत्ति छात्रगण स्वयं सिद्ध करें, क्योंकि सिद्ध करना सरल है। 

4, वितरण नियम/बंटन नियम (0950790॥96498) यदि /, 6, # कोई तीन कथन हैं, तब 
(8) #४५(६०५7)5(/ ५०१) «(४७ ४५/) 
(0) 24 (६४५7०)5(//०७१)४(० ०७7) . 

उपपत्ति उदाहरण 32 को ध्यान में रखते हुए उपपति सुस्पष्ट है। 


5. तत्समक नियम (09 99७5) यदि # कोई कथन, #पुनरूक्ति और ० विरोधोक्ति है, तब 
(8) ?शॉफएा , (0) ४५४८४ 
(०) 7४८5४ (0) 79»#८-०८ 


उपपत्ति उदाहरणों 29 और 30 को ध्यान में रखते हुए उपपति सुस्पष्ट है| 


गणितीय तरक॑-शास्त्र 649 


6. पूरक नियम (0०॥एाशाशा(]99७५) यदि #पुनरूक्ति, ८ विरोधोक्ति और # कोई कथन है, 
त्तो 


(8) 7४५(-/?) 57 (0) ४८«(-|४)52८ 
(0०) “755८ (0) >€ऊ। 


उपपत्ति उदाहरणों 2। और 22 को ध्यान में रखते हुए (॥) और (७) की उपपत्तियाँ सुस्पष्ट हैं, 
और (०) और (४) की उपपत्ति छात्रों को करने के लिए छोड़ दी जाती है। 


7, घात करण नियम (फाएणगंणा ॥॥४) यदि 9 कोई कथन है, तो 
“(“|#)5% . 
उपपत्ति उदाहरण 27 (०) को ध्यान में रखते हुए उपपत्ति सुस्पष्ट है। 
8. डी-मारगान के नियम (06|/०7४था?5 ]8७8) यदि # और 4 दो कथन हैं, तो 
(8) “(/2०५4)5(- 2) « (+ 4) 
(9) “(७०१)5(०॥/०) ४५००५). 
उपपत्ति उदाहरणों 25 और 28 को ध्यान में रखते हुए उपपत्ति सुस्पष्ट है। 
8.9 तर्क-शास्त्र में वेन-आरेख का प्रयोग (ए४&७ ण॑ एछा छीत्रष्टाशा5 ॥ ,0ट्टां) 
अन्य कथनों $ ७५2: *« इत्यादि से निर्गत कथन $ एक युक्ति (“पहणाथा0 है | 


कथन ७ को निष्कर्ष और कथनों $|, $,, ... आदि को परिकल्पनाएं (प५9०॥०४८७) कहते 
हैं। निम्नांकित कथनों पर विचार कीजिए । 

$, : प्राकृत संख्याएं पूर्णाक हैं। 

$, : », एक पूर्णाक नहीं है। 

$& : <, एक प्राकृत संख्या नहीं है। 





यहाँ देखिए कथन 5, कथनों $, और 5, से निर्गत है। ये तीनों कथन साथ साथ एक युक्‍्ति 
हैं, जिसमें 5, और 5, परिकल्पनाएं और & निष्कर्ष है| 


उदाहरण 36 निम्नांकित कथनों से निर्गत निष्कर्ष प्राप्त करने के लिए वेन-आरेख का प्रयोग 
कीजिए | 


$, : सभी प्रोफेसर अनमने (&05०॥-777080) होते हैं। 
$, : परमेश अनमने नहीं हैं। 
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हल ऐसे प्रश्नों को हल करने के लिए वेन-आरेख का हा 
प्रयोग किया जा सकता है। मान लीजिए कि 7 सभी 

प्रोफेसरों का समुच्चय है, और & सभी अनमने (#४08ा- 

77780) व्यक्तियों का समुच्चय है। कथन 8| की सत्यता 

के आधार पर समुच्चय 7 को पूर्णतः समुच्चय & के अर्न्तगत 

रखा गया है, जैसा आकृति 8, में प्रदर्शित है। अब कथन 

8, की सत्यता के आधार पर परमेश को समुच्चय # के 

पूर्णतः बाहर एक नामांकित बिन्दु द्वारा निरूपित किया गया 

है। जैसा कि आकृति 8.2 में प्रदर्शित है। चूँकि बिन्दु आकृति 8.] 
'परमेश' समुच्चय & के पूर्णतः बाहर है, अतः यह आवश्यक 

रूप से समुच्चय ए के भी बाहर है। 


अतः हम निष्कर्ष निकालते हैं, कि परमेश प्रोफेसर नहीं है। 


परिकल्पनाओं 8,, $,, ..., $, से निर्मित एक 
युक्ति, जिसका निष्कर्ष $ है, को वैध उस स्थिति में (0 


कहते हैं, यदि सभी 5, $,, ..., $, के सत्य होने पर 
$, सत्य हो। किसी युक्ति की वैधता का परीक्षण के हा 
लिए वेन-आरेख का उपयोग अधिक लाभप्रद है। 
इसके लिए सर्वप्रथम परिकल्पनाओं (या आधार 
वाक्‍्यों) की सत्यता आरेखों द्वारा प्रदर्शित करते हैं, 
तब आरेखों का विश्लेषण करके परीक्षण करते हैं, आकृति 8.2 
कि क्या उनसे निष्कर्ष की सत्यता आवश्यक रूप 
से व्यक्त हो रही है। 
उदाहरण » निन्‍्नांकित युक्तियों की वैधता के परीक्षण के लिए वेन-आरेख का प्रयोग कीजिए। 
(७) 5, : सभी प्रोफेसर अनमने होते है। 
2: परमेश अनमने नहीं है। 
: परमेश प्रोफेसर नहीं है। 
। : सभी प्रोफेसर अनमने होते हैं। 
2: परमेश अनमने नहीं है। 
0: परमेश प्रोफेसर है। 


3 


पथ 


(0) 


[००] 9 ००] ००] 
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(४) आकृति 8.2 के वेन-आरेख पर विचार कीजिए । ध्यान दीजिए कि निष्कर्ष $ की सत्यता 
परिकल्पनाओं $, और $, की सत्यता का अनुगमन करती है। अग्रतः यह असम्भव है कि 
परिकल्पनाओं $, और 8, के सत्य होने पर निष्कर्ष असत्य हो। अतः युक्ति (४) वैध है। 


()) आकृति 8.2 के वेन आरेख पर पुनः विचार कीजिए और ध्यान दीजिए कि निष्कर्ष 5, का 
अनुगमन परिकल्पनाओं 5, और $, की सत्यता के आधार पर नहीं हो रहा है | अत: युक्ति (9) वैध 
नहीं है। 

उदाहरण 38 निम्नांकित युक्तियों की वैधता-प्ररीक्षण के लिए वेन आरेख का प्रयोग कीजिए। 
(४) $, : प्राकृत संख्याएं पूर्णांक हैं। 

2: » एक पूर्णाक है। 

: » एक प्राकृत संख्या है। 


(७) $,: प्राकृत संख्याएं पूर्णाक हैं। 


(&०। |/2। ॥७८। (&०। 


क्> 


: 2» एक पूर्णाक है। 

$/ : » एक प्राकृत संख्या नहीं है। 
हल (४) मान लीजिए कि समुच्चय ० पूर्णाकों के समुच्चय को निरूपित करता है, और ॥॥ 
प्राकृत संख्याओं के समुच्चय को निरूपित करता है| अब कथन $, की सत्यता समुच्चय ' को 
समुच्चय 2 के अन्तर्गत पूर्णतः रखने पर व्यक्त होती है, और कथन $, की सत्यता नामांकित एक 
बिन्दु » को समुच्चय 7. के अन्तर्गत रखकर व्यक्त होती है। ध्यान पूर्वक देखिए कि बिन्दु & 


2 2 
[| 
(०) (०) 


आकृति 8.3 
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समुच्चय >2 के अन्तर्गत कहीं स्थित है परन्तु यह निश्चित नहीं है कि समुच्चय [४ के सापेक्ष 
बिन्दु » कहाँ स्थित है। अतः एक स्थिति आकृति 8.3 में दर्शायी गई स्थिति हो सकती है। 
देखिए आकृति 8.3(8) के अनुसार निष्कर्ष $ की सत्यता यथा » एक प्राकृत संख्या है, का 
अनुगमन परिकल्पनाओं 5, और $, की सत्यता के आधार पर होता है। परन्तु आकृति 8.3 (0) 
के अनुसार निष्कर्ष $ का अनुगमन परिकल्पनाओं $, और $, की सत्यता के आधार पर नहीं हो 
रहा है। [उदाहरणत: », -2 हो सकता है, जो एक प्राकृत संख्या नहीं है।] अतः निष्कर्ष & का 
अनुगमन परिकल्पनाओं $, और $, की सत्यता के आधार पर आवश्यक रूप से नहीं हो रहा है, 
इस प्रकार युक्‍क्ति (४) वैध नहीं बल्कि अवैध है। 

(0) आकृति 8.30) को ध्यान में रखते हुए निष्कर्ष $, की सत्यता का अनुगमन परिकल्पनाओं 
$, और $, की सत्यता के आधार पर हो रहा है। परन्तु आकृति 8.3 (४) के अनुसार इसका 
अनुगमन आवश्यक रूप से नहीं हो रहा है, अतः युक्ति (७) भी अवैध है। 


प्रश्नावली 8.7 
निम्नांकित कथनों की सत्यता वेन आरेख द्वारा निरूपित कीजिए | 
. कुछ द्विघातीय समीकरणों के दो वास्तविक मूल होते हैं। 
सभी समबाहु त्रिभुज, समदब्विबाहु त्रिभुज हैं। 
« सभी परिमेय संख्याएं बास्तविक संख्याएं हैं, और सभी बास्तविक संख्याएं सम्भिश्र संख्याएं हैं। 
सभी अध्यापक विद्वान हैं, और सभी विद्वान अध्यापक हैं। 
5. सभी समबाहु त्रिभुज समान कोणिक हैं, और सभी समानकोणिक त्रिभुज समबाहु त्रिभुज हैं। 
6. सभी प्राकृत संख्याएं बास्तविक संख्याएं हैं, और « के एक प्राकृत संख्या नहीं है। 
7. सभी मानव मरणशील हैं, और « एक मानव नहीं है। 
8. सभी मानव मरणशील हैं, और » एक मानव है। 
निम्नांकित प्रत्येक युक्ति की वैधता का वेन आरेख द्वारा जांच कीजिए 
9. 8: सभी वर्ग आयत हैं। 
$, : ५, एक आयत नहीं है। 
$ : <, एक वर्ग है। 
0. $| : सभी वर्ग आयत हैं। 
8 
६ 


मी ७. २ 


2* » एक आयत नहीं है। 
0: 5 एक वर्ग नहीं है। 
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य सभी प्रोफेसर अनमने होते (2५०08॥-77080) हैं। 


5 
$, : गणेश एक प्रोफेसर नहीं है। 
: गणेश अनमने (405९70-77020) हैं। 


]. 


2. : सभी प्रोफेसर अनमने होते (2798शशा-7॥7080) हैं। 
2 गणेश एक प्रोफेसर नहीं है। 


5 
|] 
5 
5,: गणेश अनमने (&४७४०॥(-7770०0) नहीं है। 
5 
] 
9 
5 


3. $, : सभी समबाहु त्रिभुज समद्दिबाहु हैं। 
: !' एक समबाहु त्रिभुज है। 


; : ॥' एक समद्विबाहु त्रिभुज है। 


>> 


84. 35, : सभी समबाहु त्रिभुज समद्विबाहु हैं। 
2: 7 एक समबाहु त्रिभुज हैं। 

80 : ।' एक समद्रिबाहु त्रिभुज नहीं है। 
8.0 अनुप्रयोग (७एफ्ञांटथाणा5) 


तर्कशास्त्र जिसकी अब तक हमने बिवेचना की है, को द्वि-मान तर्कशास्त्र कहते हैं, क्योंकि हम 
केवल उन्हीं कथनों पर विचार किए हैं, जिनके सत्यमान सत्य या असत्य होते हैं। ठीक इसी 
प्रकार की स्थिति विभिन्‍न विद्युति-सम्बन्धी (8]००7०४|) और यान्त्रिकी-सम्बन्धी (५०८ाक्रांट॥]) 
उपक्रमों में भी होती है। सन्‌ 930 दशाब्दी के अन्तिम वर्षों में क्लाउड़ शन्‍नौन (0800० 
8५7०7) प्रथम व्यक्ति थे जिन्होंने स्वीचिंग उपक्रम (9जा।काएह 76४४०४५5) के क्रियाओं में और 
ताकिक संयोजन की क्रियाओं में समानता का अवलोकन किया | उन्होंने इस समानता (७॥808५) 
का प्रयोग अत्यन्त सफलतापूर्वक सरकिट डिजाइन ((४7०४॥ 76भअंट्रा) की समस्याओं के हल 
करने में किया। 

देखिए कि एक विद्युत-स्विच घुमाकर विद्युत-प्रकाश को आन (०) और आफ (०४) करने 
में प्रयुकत होती है, अतः, यह दो-दशा उपक्रम (॥४०-४४॥७ 0०0००) है | अब विभिन्‍न विद्युत-जाल 
कार्यो की तार्किक संयोजनों की सहायता से व्याख्या करेंगे | इसके लिए सर्वप्रथम हम विद्युत-स्विच 
की कार्य-प्रणाली का वर्णन करते हैं। आकृति 8.4 में देखिए, जिसमें एक साधारण स्विच की 


दो स्थितियों को दर्शाया गया है। 
बन्द स्विच खुला स्विच 
(8) (०) 
आकृति 8.4 


शा 
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(७) में जब स्विच बन्द [अर्थात आन (०) है] है, तब विद्युत-धारा एक सिरे से दूसरे सिरे 
तक बह सकती है। (9) में जब स्विच खुली है [अर्थात आफ (०7) है], तब विद्युत-धारा नहीं बह 
सकती है। 


अब हम एक विद्युत-लैम्प, जो 


एक स्विच से नियन्त्रित होता है, के श्विय 

उदाहरण पर विचार करते हैं। इस कि 

प्रकार की परिपथ आकृति [8.5 में कि 

दर्शायी गयी है। बैटरी ले 


देखिए, जब स्विच & खुली है, 
सरकिट में विद्युत-धारा नहीं बहती है, 
और इसलिए लैम्प बुझा (०), रहता आकृति 8.5 
है परन्तु यदि स्विच & बन्द रहती है तो 
लैम्प प्रकाशित [आन (०॥)] रहता है। इस प्रकार लैम्प प्रकाशित रहता है यदि और केवल यदि 
स्विच & बन्द है। 
यदि हम कथनों को निम्नांकित प्रकार से व्यक्त करते हैं| 
7: स्विच # बन्द है। 
]: लैम्प प्रकाशित है। 


तब तर्क शास्त्र की भाषा के अनुसार उपर्युक्त सरकिट को #<। द्वारा व्यक्त कर सकते हैं। 


अब उपर्युक्त सरकिट के एक विस्तार पर विचार कीजिए, जिसमें दो स्विचें ६ और 5, 
श्रेणी-बद्ध क्रम में जोड़ी गयी है, जैसा कि आकृति 8.6 में प्रदर्शित है | 


+ 0 


बैटरी - 


स्विच प्‌ स्विच न 


लैम्प । 


स्विच 5; और &, स्विच श्रेणी बद्ध क्रम में हैं 
आकृति 8.6 
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यहाँ देखिए कि लैम्प प्रकाशित है, यदि और केवल यदि स्विचें 5, और 5, बन्द हों | यदि हम 
कथनों को निम्नांकित रूप में प्रकट करते हैं, तो 


7: स्विच 5, बन्द है। 
49: स्विच &, बन्द है। 
! : लैम्प प्रकाशित है। 
तब उपर्युक्त परिपण को #/१5। द्वारा व्यक्त कर सकते हैं। 


अब हम दो स्विचें ७; और &, को समान्तर क्रम में जोड़ने पर वने परिपथ पर विचार करते 
हैं (आकृति 8.7) 


स्विच & । 
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बैटरी लैम्प | 


स्विच ५, और &, स्विच समान्तर श्रेणी बद्ध हैं 
आकृति 8.7 


यहाँ देखिए कि बल्ब प्रकाशित है, यदि और यदि कम से कम एक स्विच बन्द है| इस 
प्रकार उपर्युक्त सरकिट को 9५५5 द्वारा व्यक्त कर सकते हैं, जहाँ कथन +, 4 और । 
उपर्युक्त की भाँति निरूपित हैं | 


टिप्पणी स्विचों का परस्पर स्वतन्त्र रहना सदैव आवश्यक नहीं हैं| दो या दो से अधिक स्विचों 
का इस प्रकार जोड़ा जाना सम्भव है, जिससे वे साथ ही साथ खुल अथवा बन्द हो सकती हैं | 
हम आरेख में इस प्रकार की स्विचों को एक ही अक्षर द्वारा व्यक्त करते हैं। 


यदि हम दो स्विचों को अक्षरों 5, और 5,” द्वारा निरूपित करते हैं तो इसका अर्थ यह होता 
है, कि जब कभी 5, खुली है, तो 5,” बन्द है, और जब कभी &|” खुली है, तो, &| बन्द है। 
उदाहरण 39 निम्नांकित आकृति 8.8 में दी गयी सरकिट को तर्क शास्त्र के प्रतीकात्मक रूप 
में व्यक्त कीजिए। 
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लैम्प । 





आकृति 8.8 


' हल जांच कीजिए कि बल्ब प्रकाशित है, यदि और केवल यदि 5; और &, दोनों या तो बन्द हों, 
या ७” और &,' दोनों खुले हों या केवल 5, बन्द हो। 


यदि हम कथनों को निम्नांकित रूप में व्यक्त करते हैं तो, 
7: स्विच 5] बन्द है। 
4: स्विच 5; बन्द है। 
/ : लैम्प प्रकाशित है। 
तब 
“/!: स्विच &। खुली है। 
या 
स्विच 5|” बन्द है। 
“4: स्विच &, खुली है। 
या 
स्विच ७, बन्द है | 
अतः आकृति 8.8 की परिपथ तर्क-शास्त्र के प्रतीकात्मक रूप में 


2० [(- 0) « (-4)] ५ (४ » ५) 5 / द्वारा व्यक्त है। 


गणितीय तर्क-शास्त्र 657 


उदाहरण 40 आकृति 8.9 में दी गयी परिपथ की वैकल्पिक व्यवस्था दीजिए, जिससे नई 
परिपथ में केवल दो स्विचे हों। 


बैटरी लैम्प ॥ 





आकृति 8.9 


हल निरीक्षण कीजिए कि लैम्प प्रकाशित है, यदि और केवल यदि ४.” और &,/ दोनों बन्द हों 
या 8; और &,' दोनों बन्द हो या स्विचें ५// और &; दोनों बन्द है। 


यदि हम कथनों को निम्नांकित रूप में व्यक्त करते हैं। 
9: स्विच 5, बन्द है। 
9: स्विच &, बन्द है। 
/ : लैम्प प्रकाशित है। 


तब जैसा कि पूर्व उदाहरण में स्पष्ट किया गया है, कि तर्क-शास्त्र के प्रतीकात्मक रूप में 
उपर्युक्त सरकिट निम्नांकित द्वारा निरूपित है। 


कल 09)2(0-०१)] ५४०९-०१) ५((- ४) ० 4] 

| (०4००४१)०(- १५ ४०)०५(- ४ ७4) (क्रम-विनिमेय नियम द्वारा) 

| (-०4)०८((०४)०४]५((-४) «4] . (बंटन नियम द्वारा) 

ऊ[(>4)4०7]०[(-:) «व (क्योंकि (- #) ५ 95 । एक पुनरूक्ति है|) 
हन्बोण[कोश्व] : (तत्समक नियम द्वारा) 


5 [(-4)५(-#)%(-१) ०१ (बंटन नियम द्वारा) 
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| [(>4)०(-४)»/ (क्योंकि (-4) ०५७ / एक पुनरूक्ति है|. 
व (>६)७०(- 9) (तत्समक नियम द्वारा) 


इस प्रकार दो स्विचे ७. और &,” समान्तर क्रम में जुड़कर दिए परिपथ की वैकल्पिक व्यवस्था 
प्रदान करेंगी, जिसकी नई डिज़ाइन आकृति 8.0 में प्रदर्शित है। 


बैटरी 





आकृति 8.0 


उदाहरण 44 कथन (४9»«१०७/)४[(- 7) « (-4))] के लिए एक परिपथ बनाइए | 


हल मान लीजिए स्विच &; कथन #, », कथन 4 और &, कथन # से साहचर्य रखती है, तब 
74५४7 एक ऐसा परिषथ हैं, जिसमें स्विचें ५,, ५, और &; श्रेणी बद्ध-क्रम में जुड़ी हैं। 


लैम्प । 





.. आकृति ३8. 
पुन: “ #“ “4, ऐसी सरकिट निरूपित करता है जिससे स्विचें ५// और &,' श्रेणी बद्ध क्रम में 
जुड़ी हैं और अन्ततः दो सरकिटें जो #«4»7 और “+#»-१ को व्यक्त करती हैं, समान्तर 
क्रम में जुड़ी हैं। अत: अभीष्ट परिपथ आकृति 8.7 द्वारा प्रदर्शित है। 
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प्रश्नावली 8.8 
3. आकृति 8.2 की परिपथ को तर्कशास्त्र के प्रतीकात्मक रूप में व्यक्त कीजिए। 


लैम्प 





आकृति 8.2 


2. आकृति 8.72 की परिपथ को तर्कशास्त्र के प्रतीकात्मक रूप में व्यक्त कीजिए । 


रो 5 9] 


मई हा 
। 
नकल की रु 
| 5. 85 ऐप 0० 
2 3 2 
6-7 









लैम्प । 


आकृति 8.3 


3, आकृति ।8.4 में प्रदर्शित परिपथ के लिए, वैकल्पिक व्यवस्था दीजिए, जिससे नई परिपथ में 
केवल दो स्विच प्रयुक्त हों । 


रे 52 


लैम्प | 





आकृति ॥8.4 
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4. आकृति 8.5 में प्रदर्शित परिपथ के लिए वैकल्पिक व्यवस्था दीजिए, जिससे नई परिपथ में केवल 
पाँच स्विच प्रयुक्त हों। 


लैम्प । 





आकृति 8.85 


5. निम्नांकित कथन के लिए परिपथ बनाइए। 
(04००7) ७५ (७ # «८ (६४ -/)) 
6. निम्नांकित कथन के लिए परिपथ बनाइए। 


(20 “4 /7)४५(७ ० (०६४ -/)) 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


तर्क-शास्त्र की प्रथम पुस्तक अरस्तू [#78006 (384 ई. पूर्व-322 ई. पू)] द्वारा लिखी 
गयी। वे निगमन तर्क के लिए नियमों के ऐसे संग्रह थे जो ज्ञान की प्रत्येक शाखा के 
अध्ययन हेतु प्रयुक्त होने थे। इसके प्रश्चात सतरहवी शताब्दी में जर्मन गणितज्ञ गाटफ्रीड 
लाइवनीज [060॥॥760,&097॥॥2 (646-76 ई.)] ने निगमन तक प्रक्रिया के यान्त्रीकरण 
के लिए प्रतीकों के प्रयोग के लिए विचार बनाया | उनके विचारों को अंग्रेज गणितज्ञ जार्ज 
बूल [0602० ४००४ (8]5-864 ई.)] ने उन्‍नीसववी शत्ती में कार्य रूप में परिणित किया | 
जार्ण बूल और आगस्टस डी मारगन [#प्टाह्मा४ 06 श०६७॥॥ (806-87] ई.) ने 
आधुनिक विषय “प्रतीकात्मक तर्क-शास्त्र" की आधार शिला स्थापित किए। 


(॥शाशा0) 8 


9. भूमिका 


हमने अपनी पिछली कक्षाओं में सीखा है कि सांख्यिकी में हम किसी विशेष उद्देश्य से एकत्रित 
किए गए आँकड़ों का अध्ययन करते हैं। यह किसी क्षेत्र में लघु उद्योग, स्त्री एवं पुरुष 
मतदाताओं की संख्या या किसी राज्य के ग्रामीण क्षेत्र में एक हैक्टेयर से अधिक कृषि योग्य भूमि 
रखने वाले परिवारों की संख्या हो सकती है| साधारणतया ऐसे एकत्रित आँकड़ें असंसाधित होते 
हैं, जिनका सगंठन तथा वर्गीकरण (वर्गीकृत अथवा अवर्गकृत) यथाप्राप्त आँकड़ों में करने पर 
वे एक वर्ग विशेष के गुण-दोष को स्पष्ट करते है। हमने पिछली कक्षाओं में दण्ड-चित्र 
(88-0॥9/) वृत्तारेख (26-०३१), आयत चित्र (#80पश्ञाशथा)), बारंबारता बहुभज, (#60शा०0५ 
7०५६०/), बारंबारता वक्र (॥6५४०॥८ए ०॥५०) तथा संचयी बारंबारता वक्र या तोरण (0|2ट0०) 
के विषय में अध्ययन किया है, क्योंकि ये निरूपण एक दृष्टि में ध्यान आकर्षित करते हैं तथा दिये 
गए आँकड़ों की प्रमुख स्थितियों एंव अन्तरों को प्रदर्शित करते हैं| 

हमने यथा प्राप्त आँकड़ों की अवस्थिति (अथवा केन्द्रीय प्रवृत्ति) के मापकों-माध्य, माध्यक 
तथा बहुलक के बारे में भी अध्ययन किया है। हमने वर्गीकृत आँकड़ों के माध्य, सामान्य तथा 
संक्षिप्त विधियों से ज्ञात किये हैं। हम यह भी जानते हैं कि केन्द्रीय प्रवृत्ति के मापक प्रेक्षणों के 
एक समूह का प्रतिनिधित्व करते हैं। 

हम दो वर्गों पर विचार करेंगे जिसमें प्रत्येक वर्ग में 0 विद्यार्थी हैं तथा कक्षा परीक्षा में 
0 अंकों में से उनके द्वारा प्राप्त अंक दिये गए हैं : 


वर्ग विभिन्‍न विद्यार्थियों द्वारा प्राप्तांक 'वर्ग की औसत 
॥| 2 20 2। 22 2। 23 20 20 20 22 2] 
॥ ] 23]2 ।9 5 303030 30 0 2] 


यद्यपि औसत (अथवा माध्य) अंक दोनों, वर्गों में समान हैं (यहां 2॥), तथापि दोनों वर्गों 
के अंकों के परिसर (/श९2०) में भिन्‍नता है। प्रथम वर्ग के विद्यार्थियों का अंक परिसर (20 से 
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23) है जबकि दूसरे वर्ग का अंक परिसर ] से 30 है। यदि हम प्रत्येक वर्ग के लिए संख्या रेखा 
पर इनके द्वारा प्राप्त अंकों को बिन्दुओं के रूप में अंकित करें, तो हमें निम्न प्राप्त होता हैः 


वर्ग क 


७ ७ ०७ ७ 
४--+-----+_2:-7/+--+--+----+--+--२-+--+-----+--+--फ--> 
॥#। 2 4 6 8 0 2 4 ॥6 व8 202]2223 24 26 28 30 


छः 
ट्द्या। 


वर्ग प्‌ ह ० 


७ 6 क् ] हे ह] 
+--+--+--.-+-+--+-+-.+-+-+-+-9+--99-+--9--9-3+---9.?39--+-.9-..+----> 


0 2 4 6 8 0 ]2 44 १76 48 202]222324 26 28 30 


५677 


आकृति 9.] 


आप देखेंगे कि प्रथम वर्ग में अकों के सापेक्ष बिन्दु माध्य के आस-पास हैं तथा एक 
दूसरे के निकट हैं। हम कह सकते हैं कि वे बिन्दु माध्य के पास एकत्रित हैं जबकि दूसरे वर्ग 
में सापेक्ष बिन्दु दूर-दूर फैले हूए हैं। इस फैलाव को हम विक्षेपण (89०80) के नाम से 
पुकारते हैं। अतः हम यह कह सकते हैं कि इस परीक्षा में दूसरे वर्ग के विद्यार्थी, पहले वर्ग की 
अपेक्षा अधिक विक्षेपण दिखाते हैं क्या हम अब कह सकते हैं कि केन्द्रीय प्रवृत्ति के माप हमें एक 
ऐसा केन्द्रीय मान देते हैं जिसके आस-पास चर के मान स्थित होते हैं परन्तु इससे यह तथ्य 
स्पष्ट नहीं होता कि यह माध्य से कितनी दूरी तक फैले हुए हैं अत: यह आवश्यक हो जाता है 
कि माध्य (अथवा माध्यिका) से विक्षेपण के माप की आवश्यकता है जो हमें केन्द्रीय माप से 
उन आंकड़ों के विक्षेपण की मात्रा को दर्शा सके | यह हमें केन्द्रीय प्रवृत्ति के मानों के अतिरिक्त 
विक्षेपण के मानों के माप के विषय में पढ़ने की आवश्यकता दर्शाता है। 


9.2 माध्य विचलन 
हम माध्य से माध्य विचलन तथा माध्यिका से माध्य विचलन के विषय में अवर्गीकृत तथा 
वर्गकृत आंकड़ों के लिए अलग-अलग पढ़ेगें। 


9.2.] माध्य से माध्य विचलन हम विचलन की सकल्पना से परिचित हैं। याद कीजिए कि 
हमने वर्गीकृत आँकड़ों के माध्य की गणना करते समय पद--विचलन की विधि अपनायी थी | वहाँ 
हमने एक कल्पित माध्य से विचलन लिये थे। 


डे 
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माध्य-विचलन का शाब्दिक अर्थ है दिए गए प्रेक्षणों में किसी निश्चित मान (माध्य, 
माध्यिका अथवा कोई अन्य मान) से लिए गए विचलनों का माध्य | 


स्मरण कीजिए कि केन्द्रीय प्रवृत्ति का माप प्रेक्षणों के न्यूनतम तथा अधिकतम मानों के 
बीच रहता है। इस लिए प्राप्त कुछ विचलन ऋणात्मक तथा कुछ धनात्मक होंगे और क्योंकि 
प्रेक्षणों आ, 33 3 ०» 5५ की माध्य 5 से पद विचलनों का योग शून्य होता है, माध्य से 
माध्य-विचलन निकालने का कोई औचित्य नहीं है अतः, माध्य विचलन को अर्थ देने के लिए 
हम प्रत्येक विचलन (४/- 5) के स्थान पर उसका निरपेक्ष मान, अर्थात |>,- » | लिखकर 
उसका योग निकालेंगे, जो निम्न है : 


/| 
2 | ठे।ण | | 5» [7 ऊ | + | गए | | नः | अुणओ लिया | डे ण | () 


ब् 
()) से हमें माध्य से सभी # प्रेक्षणों के विचलनों के निरपेक्ष मानों का योग प्राप्त होता है। 


/॥ | ४-४] ख् 
अतः 27 द्ञा। से हमें माध्य से विचलन के निरपेक्ष मानो के कुल योग का माध्य प्राप्त 





होता है और हम इसे माध्य से # प्रेक्षणों का माध्य विचलन कहते हैं 


नोट : ४.०. (5), माध्य » से माध्य विचलन को दर्शाता है। 

आइए हम. माध्य से माध्य विचलन की गणना के लिए आवश्यक पदों को लिखें। 
(6) असंसाधित (99) आँकड़ों के लिए 

माना ४, 2५, -- 5, म्रेक्षण हैं। 

माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात करने के लिए, हम निम्न पद अपनाते हैं: 
पदव &,०७, >>, प्रेक्षेणों का माध्य 5 ज्ञात करें 


पद 2 अब प्रत्येक ५, का » से विचलन ज्ञात करें। 


अर्थात डण ४,४०८: ४, 33८ २; --- |, 7 | 
पद 3 |&-> |, [>2- « |, |5.- » |, ..७ |5,- £ | ज्ञात करने के पश्चात 
| 
2,|8-ज] ज्ञात करें। 
6 
$#% -5। 


पद 4 सूत्र /. 0. (४)>--- का प्रयोग करके माध्य से माध्य विचलन [४.7 (£)] 


ज्ञात करें। इसको समझने के लिए आइए एक उदाहरण लें। 
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उदाहरण 4 निम्न आँकड़ों का माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कीजिए: 
6, 7, 0, 2, 3, 4, 8, 2 
हल हम उपरोक्त पदों का प्रयोग करके निम्न पाते हैं 


6+7+0+|2+|3+4+8 +2. 72 
पद] 5- किलर नह 


पद 2 प्रेक्षणों के माध्य £ से क्रमशः विचलन, अर्थात &,- », हैं 
-3, -2, , 3, 4, -5, -, 3 

[जाँच : इन विचलनों का बीजीय योग शून्य होना चाहिए] 

पद 3 £० # [53+2++3+4+5++3-22. 


अर 5! 


पद 4 9.७. (४)७-२-.०_2- 2.75, 


अतः, दिये गए प्रेक्षणों का माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन 2.75 है| 


प्रत्येक बार पदों को लिखने के स्थान पर, हम क्रिया पदों का वर्णन किये बिना भी 
क्रमानुसार परिकलन क्रिया कर सकते हैं। 


आइए एक अन्य उदाहरण लेकर स्पष्ट करें। 
उदाहरण 2 निम्न आँकड़ों के लिए माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कीजिए : 
2, 3, 8, 7, 4, 9, 7, 9, 20, 5, 8, 7, 2, 3, 6, !, 3, , 0, 5 
हल पहले हमें आँकड़ों का माध्य (5) ज्ञात करना है 
2.0 _ 200 _ 
४. 20 
अत्त: ॥;- 5 क्रमशः हैं 


पेज 0. 


2, -, ९, 7, -0, -, 7, 9, 0, 5, -2, 7, -8, -7, 6, , -7, -9, -0, -5 


20 है 
अत्तः है मिड | 


2+7+8+7+6+ [+7+9+0+5+2+7+8+7+6+ [+7+9+0+5 


न. 24 


का 
तथा ४.0.0) >> १62 
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() वर्गीकृत आँकड़ों के लिए माध्य विचलन 


हम बारंबारता वितरण (#८्वगथआठए ठांग्रागं0ए०) का माध्य निकालने की प्रक्रिया को स्मरण 
करें | वहाँ, हमने यह माना था कि किसी वर्ग की बारंबारता उसके मध्य बिन्दु पर केन्द्रित है। 
अतः यदि भिन्‍न वर्गों के मध्य बिन्दु &.'5 है तथा उनकी बारंबारता तथा आँकड़ों का माध्य 5 
है, तो माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन निम्न द्वारा प्रदर्शित है : 
4 
हे | | ४ तर 
७.0(४) 5-+--, 


हक 0 


ट्थि] 
जहाँ £ वर्गों की संख्या है। 

आइए अब कुछ उदाहरण लेकर परिकलन क्रिया को स्पष्ट करें। 
उदाहरण 3 निम्न आँकड़ों से माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कीजिए : 
है. 52 5 6 8 0 2 


5 8 700 7 8 5 
हल आइए दिए आँकड़ों की सारणी बनाकर अन्य स्तम्भ परिकलन के बाद लगाएँ : 

















म्प री. कि. खिाडे। ींख-ड। 
2 2 4 5.5 ॥ 
5 8 40 2.5 20 

6 00 60 .5 ]5 

8 7 56 0.5 3.5 
0 8 80 2.5 20 

2 ता! 60 4.5 22.5 

40 300 92 
अतः द्र्ल अ व न 





2, |. 40 


तथा (9.७) न्यतत23 
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उदाहरण 4 निम्न आँकड़ों के लिए माध्य के सापेक्ष माध्य-विचलन ज्ञात कीजिए : 














वर्ग : 0-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 
. बारंबारता : 2 3 8 4 8 3 2 
हल हम निम्न प्रकार की सारणी बनाते हैं : 
वर्ग दी रजः है ही | ु रे | रा | ; शक तट | 
0-20 85 2 30 30 60 
20-30 25 3 प्र5 20 60 
30-40 35 8 280 80 ु 80 
40-50 45 ]4 630 0 0 
50-60 55 8 440 80 80 
60-70 65 3 95 20 60 
70-80 75 2 450 30 60 
40 ]800 400 
3 7४ _800 
अत न्क्षर टत ता मत 45 
2, हम 40 
400 
तथा १४.7), (४) ८ हज ]0 


- को पद-विचलन की विधि द्वारा ज्ञात करके हम कठिन परिकलन से बच सकते थे। माना 
कि आँकड़ों का काल्पनिक माध्य 45 है। 





: वर्ग हि बता प् डी. | खनरे। #; | * 57 | 
]0-20. [5 3 2 -0 30 50 
20-30. 25 च्टे 3 धि। 20 60 
30-40. 35 ना 8 गा] 0 80 
40-50. 45 0 44 0 0 0 
50-60. 55 ] 8. 8 00: 80 
60-70. 65 2 3 6 20 60 
70-80. 75 उ 2 6 30 60 
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्र्प् 45+ 34 व 
अतः 5 च्च्््णः 
2. 
-45 + 0545 
400 
तथा 0४.0.(४) 5-0 


9,2.2 माध्यिका से माध्य व्चिलन स्मरण करें कि असंसाधित आँकड़ों की माध्यिका ज्ञात 
करने के लिए आँकड़ों को हम पहले आरोही अथवा अवरोही क्रम में रखते हैं और उसके पश्चात्‌ 
माध्यिका को निम्न नियम द्वारा ज्ञात करते हैं : 


यदि प्रेक्षणों की संख्या # विषम है, तो माध्यिका । | वां प्रेक्षण है। 


यदि # सम है, तो माध्यिका । कं तथा (5 + | है प्रेक्षणों का माध्य है। 


एक बार माध्यिका प्राप्त हो जाने के पश्चात्‌ माध्यिका से माध्य विचलन ज्ञात करने की 
विधि, माध्य विचलन ज्ञात करने की विधि जैसी ही है केवल एक ही अन्तर है कि यहाँ विचलन 
माध्यिका से लिये जाते हैं, न कि माध्य से तथा विचलनों के योग को # से भाग दिया जाता है 
3 |॥- मध्यिका| 


९५ 


अर्थात ४, 0.0५/60.) ८ 


रंसाधित ऑकर्ट 3 /४- मध्यिका| 
संसाधित डॉ के लिए ॥७४.)0.(५७०१.) - ++5क्ताज--. 
247] 
आइए उदाहरण की सहायता से समझें : 
उदाहरण 5 निम्न आँकड़ों के लिए माध्यिका से माध्य विचलन ज्ञात कीजिए : 
3, 9, 5, 3, 2, 0, 8, 4, 7, 9, 2 


हल यहाँ प्रेक्षणों की संख्या विषम (४-॥]) है। आँकड़ों को आरोही क्रम में लिखने पर हमें 
मिलता है : 


3, 3, 4, 5, 7, 9, 0, 2, 86, 9, 2[ 


अब माध्यिका ४ शा 2 वां अर्थात छठवाँ प्रेक्षण है 
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अतः माध्यिका < 
विचलनों के निरपेक्ष मान ।&;- माध्यिका। क्रमशः है 
6, 6, 5, 4, 2, 0, , 3, 9, 0, [2 
अतः 5 | ४ - माध्यिका| ८ 58 


इसलिए... ५. 00.0५/०0.) - 5 


उदाहरण 6 निम्न आकडों के लिए माध्यिका से माध्य विचलन ज्ञात कीजिए : 


5 व. है #आे डे दे - 5. 750 8 
हैः क.. 0, 5 0०६ ी 5 , 5 


संचयी बारंबारता 3 7 ]722 |4 8 23 2 30 


हल यहाँ # + 2. ८ 


माध्यिका 5वें तथा [6वें प्रेक्षण का माध्य है। क्योंकि 5वां तथा 6वां प्रेक्षण दोनों 3 है, 


3+3 
2 


।5,- माध्यिका | के क्रमशः मान हैं : 0, 7, 4, ।, 0, 2, 8, 9 
अतः 5. |, - माध्यिका | 


अत्तः माध्यिका अथवा |3 है| 


॥ 


30+28+20+2+0+ 0+32+27 


 49 
3 /|४- मध्यिका | 
तथा ४. 0.0066.) - 5४ 
रच 
]49 
ल्ञठ यू 4.99 
प्रश्नावली 9.] 


निम्न आँकड़ों के लिए माध्य से माध्य विचलन ज्ञात कीजिए : 
. 4, 7, 8, 9, 0, ।2, 3, 7 

2. 6.5, 5, 5.25, 5.5, 4.75, 4.5, 6.25, 7.75, 8.5 

3. 38, 70, 48, 40, 42, 55, 63, 46, 54, 44 

4. 3,7,6,4,,3,0,6,,8,2,7 
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5. 36, 72, 46, 42, 60, 45, 53, 46, 5, 49 
प्रश्न 6 से 8 में दिए गए आकड़ों के लिए माध्य से माध्य विचलन ज्ञात कीजिए: 
6. 














प्रश्न 9 से [। में दिए गए आकड़ों के लिए माध्य से माध्य विचलन ज्ञात कीजिए : 


9. 
वर्ग 0-00 | 00-200|200-300|300-400 |400-500[500-600 600-700|700-800 












“| |] 












0, ह 
95-05[05-] 5| 5-]2525-35 35-45 
. 






वर्ग 


बारंबारता | 6 [| 8 | !4 (6 


प्रश्न ।2 से 4 में दिए गए आकड़ों के लिए माध्यिका से माध्य विचलन ज्ञात कीजिए : 
2. 34, 66, 30, 38, 44, 50, 40, 60, 42, 5 
3. 22, 24, 30, 27, 29, 3, 25, 28, 4, 42 
4, 38, 70, 48, 34, 63, 42, 55, 44, 53, 47 
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प्रश्नों [5 तथा 6 के लिए माध्यिका से माध्य विचलन ज्ञात कीजिए : 


45. 
न 












77. यदि 5 माध्य है तथा ॥/0 (५) माध्य से माध्य विचलन है, तो « -ध०( ५) तथा ४+ 0९») के 


बीच आने वाले प्रेक्षणों की संख्या ज्ञात कीजिए प्रश्नों 2, 3 तथा 4 के आँकड़े इसके लिए प्रयोग 
करें | 


8. किसी दुकान में 0 छड़ों की लम्बाई (सेमी में) निम्न हैं : 
42.0, 52.3, 55.2, 72.9, 52.8, 79.0, 32.5, 5.2, 27.9, 30.2 
0) ५.०. 0५७१.) ज्ञात कीजिए। 
(४) माध्य से माध्य विचलन भी ज्ञात कीजिए | 


9.3 प्रसरण तथा मानक विचलन 


याद करें कि केन्द्रीय प्रवृत्ति के माप से माध्य विचलन ज्ञात करने के लिए हमने विचलनों के 
निरपेक्ष मानों का योग लिया था। विचलनों के निरपेक्ष मानों को, हमने माध्य विचलन को सार्थक 
बनाने के लिए लिया था अन्यथा इनका योग शून्य है। यह सच है कि प्रेक्षणों के समूह का माध्य 


से विचलनों का योग शून्य होता है और इसीलिए हम माध्य से विचलनों का निरपेक्ष मान लेते 
हैं| 


इस कठिनाई से बचने की अन्य विधि है कि माध्य से विचलनों का वर्ग लें ताकि उनका 


योग ऋणेतर हो | माना ॥|,  ....६, # प्रेक्षण हैं तथा ह& उनका माध्य है। तब 


जिओ >(६-5)7+(७- ४)१+. ..+(५७,- ४)? 


“ () 
यदि यह योग शून्य हो, तो प्रत्येक (६,- 5) शून्य हो जायेगा | इसका अर्थ यह है कि किसी 
प्रकार का विक्षेपण नहीं है क्योंकि सभी प्रेक्षण » के बराबर हो जाते हैं | यदि >,(४-5) छोटा 


है तो यह इंगित करता है कि प्रेक्षण ७, 2५, ..., 2, माध्य 5 के निकट हैं। इसके विपरीत, यवि 
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यह योग बड़ा है, तो प्रेक्षणों का माध्य 5 के सापेक्ष विक्षेपण अधिक है। अतः हम कह सकते हैं 


कि योग 23 (४-5) सभी प्रेक्षणों का माध्य 5 से विक्षेपण की माप का एक संतोषजनक 
प्रतीक है। 

अब हम दो प्रकार के प्रेक्षणों को लें। पहला प्रेक्षणों का वर्ग ७, जिसमें प्रेक्षणों की अधिकतर 
संख्या माध्य के निकट हो ताकि प्रत्येक प्रेक्षण का माध्य से विचलन थोड़ा है। यह हो सकता है 


योग >»,४-5) का मान किसी दूसरे वर्ग 8, जिसमें प्रेक्षणों की संख्या कम हैं तथा उनके 
मैन है 
माध्य से विचलन अधिक हैं, के तदनुरूपी मान से बड़ा हो। तब हम निष्कर्ष निकालने पर बाध्य 
होगें कि वर्ग 8 की अपेक्षा वर्ग & में विक्षेपण अधिक है जबकि परिस्थियां उसके विपरीत हों। 
आइए इसको एक उदाहरण से स्पष्ट करें। हमारे पास प्रेक्षणों का वर्ग & है, जिसमें प्रत्येक प्रेक्षण 
'माध्य के पास है, तथा प्रेक्षणों का वर्ग छ है, जो माध्य से अपेक्षाकृत अधिक दूरी तक फेले हुए 
हैं: 
माना 37 प्रेक्षणों का समुच्चय & निम्न है 
5, 6, 7, 8, 9, 20, 2, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 3, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 
38, 39, 40, 4], 42 , 43, 44, 45 तथा 6 प्रेक्षणों का समुच्चय 8, 5, 5, 25, 35, 45, 55 है। दोनों 


प्रेक्षण वर्गों का माध्य 30-है। समुच्चय छे के लिए, हम पाते हैं 
6 


2 
है आम 2 


त् 


॥॥ 


750. 

प्रेक्षणों के समुच्चय & के लिए हम पाते हैं 
3 (४-5) - [52+42+32+22+2+02+924+82+72+62+52+42+32+22+]2] 
शशि! 


+(5)? + (-4)7 + (-3)7 + ... +(-9? +(-4)7 +(-97 +(-2) + (-) ] 
- 2» 240 5 2480. 


यदि >,(४->) ही माध्य के सापेक्ष विक्षेपण का माप है तो हम कहने के लिए प्रेरित 


होंगे कि 3। प्रेक्षणों के समुच्चय & का, 6 प्रेक्षणों वाले वर्ग 8 की अपेक्षा माध्य के सापेक्ष अधिक 
विक्षेपण है यद्यपि समुच्चय 3 में 6 प्रेक्षणों का माध्य से बिखराव (विचलनों का परिसर -25 से 
25 है), समुच्चय & की अपेक्षा (जिसके विचलनों का परिसर -5 से 5 है) अधिक है। 


672 गणित 


इस कठिनाई से बचा जा सकता है यदि हम विचलनों के समुच्चय का माध्य लें अर्थात हम 


निम्न लें 
फ्न्यों 
5! हे हि 


समुच्चय & के लिए, हम पाते हैं 


3] 2 
4) _ 2480 


ठ्र्‌ बाप ४ 


तथा समुच्चय 8 के लिए यह ध्क् -29[.7 है जो कि वांछित है। 


ट ह रे क्षणों 
व्यंजक #ड को #प्रेक्षणों ७, 2५, 53, >>», की प्रसरण कहा जाता है 
(6 


प्रसरण (एथव४००) को सामान्यतः चिन्ह 62 (सिग्मा का वर्ग) द्वारा निरूपित करते हैं 
“« # प्रेक्षणों हक हक "है, की विक्षेपण हैः 


] ॥! ५ 
प्रसरण (60) - / 30५ “<) 
रे 


यहाँ यह कहना होगा कि प्रेक्षणों & तथा 5 की इकाई, प्रसरण की इकाई से भिन्‍न है 
क्योंकि प्रसरण में (६,- ») के वर्गों का समावेश है। इसी कारण प्रेक्षणों |, ५, ..., », को माध्य 
के सापेक्ष विचलन को प्रसरण के वर्गमूल के रूप में लिया जाता है तथा उसे मानक विचलन 
कहा जाता है| मानक विचलन जिसे सामान्यतः 6 द्वारा प्रदर्शित किया जाता है, निम्न प्रकार से 


दिया जाता हैं 
0] मर हल 2 
6 च<८ हर ४ 


जहाँ #प्रेक्षणों 3,2७५, ...,3, की माध्य 5 है 


पुनः, जैसा कि माध्य विचलन के लिए किया था, यदि # वर्गों वाली एक बारंबारता सारणी 
हो जिसमें प्रत्येक वर्ग उसके मध्यमान »; जिसकी बारंबारता |; है, द्वारा परिभाषित है, के लिए 
प्रसरण तथा मानक विचलन निम्न द्वारा परिभाषित किया जाता है : 
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0 गा 


2,॥0५-०४)* गज 
। | 


| ली 
प्रसरण.._ (60) 5"++क्न--+ यहां 5 
४ गज रच 


जो 


तथा मानक विचलन (6) - 





जहाँ > उसी प्रकार परिभाषित है जैसा कि प्रसरण में किया गया है। 





टिप्पणी याद करें कि हम यह मानते हैं कि बारंबारता वितरण के लिए किसी वर्ग में बारंबारता 
उसके मध्यमान पर केन्द्रित होती है। 
आइए प्रेक्षणों के वर्ग का प्रसरण तथा मानक विचलन ज्ञात करने के लिए कुछ उदाहरण लें 
उदाहरण 7 निम्न आँकड़ों के लिए प्रसरण तथा मानक विचलन ज्ञात कीजिए : 
65, 58, 68, 44, 48, 45, 60, 62, 60, 50 
हल दिये गए प्रेक्षणों का माध्य है 


2.2 _ 65+58+68+44+48+45+60+62+60+50 
(4 ।0 

560 _ 

(५,- 5)? के क्रमशः मान 92, 22, 22, 22, 82, 2, 42, 62, 4? तथा 6? हैं और 


कम 


9 (६-5) < 8+4+44+44+64+2]+6+36+6+36 


| 062 
662 
अतः प्रसरण (०० - पृह + ९0: 
तथा मानक विचलन (6) ८ /66.2 - 8.3 


उदाहरण 8 निम्न आँकड़ों के लिए प्रसरण तथा मानक विचलन ज्ञात कीजिए : 
मन 4 8 ! ]7 20 24 32 


0. उह की की जऔड का, जो. थी 
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हल आऑँकडों को सारणी रूप में लिखने पर हमें मिलता है 




















; था डे ध्यग्डे जि | 27 
4 3 2 -0 00 300 
8 5 40 -6 36 ]80 
] 9 99 -3 9 8] 
7 5 85 3 9 45 
20 4 80 6 36 [44 
24 3 72 0 00 300 
32 32 8 324 324 
30 420 ]374 
हम 420 
 अ च् चल छठ सन्व4 
अतः प्रसरण (6) ८ जा +-45,6 
तथा मानक विचलन (6) 5 458 
८ 6.77 
उदाहरण 9 निम्न बंटन के लिए माध्य, प्रसरण तथा मानक विचलन ज्ञात कीजिए 
वर्ग 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90 90-] 
बारंबारता 3 7 82 5 8 3 #2/ 
हल हम निम्न तालिका बनाते हैं : 
वर्ग 2 मध्यमान) /# डे. (-53)2.. ॥/(७/- ४)? 
30- 40 35 3 05 729 2[87 
40- 50 45 ह 3[5 289 2023 
50- 60 55 2 660 49 588 
60- 70 65 ]5 975 9 35 
70- 80 75 8 600 69 352 
80- 90 85 3 255 529 587 
90- 00 95 2 90 089 278 











>0 3400 0050 
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00 
अतः माध्य (४ ) ८ 5द्वव 5 62 


00 
ग्रसरण (6+*) 5 ताज 20] 


तथा मानक विचलन (6) < 20] 5 4.7 


9.4 & तथा 62 निकालने की लघु विधि 

कभी-कभी एक बारंबारता बंटन के » अथवा विभिन्‍न वर्गों के मध्यमान » के मान बहुत बड़े हों 
तो माध्य तथा प्रसरण ज्ञात करना कठिन हो जाता है तथा अधिक समय लेता है। ऐसे बारंबारता 
बंटन, जिसमें वर्ग अन्तराल समान हों, के लिए इस विधि को अधिक सुगम बनाया जा सकता 
है। इसे हम लघु विधि कहते हैं। इस विधि के निम्न पद हैं: 

(0) एक ऐसी सुविधाजनक संख्या # लें जो सभी » का सामान्यतः मध्य बिन्दु हो अथवा मध्य 

के निकट हो । 
(0) (५-४) ज्ञात कीजिए तथा उसे वर्ग अन्तराल से भाग दें। माना कि इन्हें हम » कहें, तब 








शत णा+|+ 2 + 79; (() 
है 3 
हम जानते हैं 5 « आय (2) 


() तथा (2) में से », के मान रखने पर, हम पाते हैं 
_.. 2./(8+४»,) 
9.» मल 2.7, 
2.70 2 270 
300 7 ४ 7) 
४8 (९४ 


सर । ञ हि न । 


3 /(७४ - 5) ड 
हैआ 








तथा 52 
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व्< शा ] [क्योंकि | रे 2 + 79 पैथा बे 50+ा ञ»] 


3 /॥(७//+5 7-25.) 


ति कप 


हि रच 0 आय +0॥ ४ >2आ 9 |क्योंकि 3 ४; # तथा 2 »ना79] 


हि जज 3.07 »]| 


2. 0 कि ($' रच है गं 
3! हि ई। है है * 
आइए हम उदाहरण 9 को लघु विधि से हल करें, जैसा कि नीचे दिखाया गया है : 


उदाहरण 0 निम्न बारंबारता बंटन के लिए माध्य, प्रसरण तथा मानक विचलन ज्ञात कीजिए : 
वर्ग. 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90 90-00 
बारंबारता 3 7 ]2 5 8 3 2 


हल माना कि कल्पित माध्य 65 है| यहाँ 7 0 
आइए हम इसे तालिका रूप में निम्न प्रकार से लिखें। 


वर्ग... #% शाही मी आओ 
30- 40 33) "3 3 -9 था 
40- 50 45 जटे प्र -4 28 
50- 60 55 - ]2 जज 2 
050- 70 65 0 45 0 () 
70- 80 75 ] 8 8 8 
80- 90 85 2 3 6 ]9 
90- 00 95 ३3 १ 6 8 











50 बज] 05 








०-#*' 


(0) 
565 0%08-225<%907, 





प्रसरण (6 “)- 
तथा मानक विचलन (6) 5 ४20॥ « 4.7. 


प्रश्नावली 9.2 
निम्न आँकड़ों के लिए माध्य तथा प्रसरण ज्ञात कीजिए : 
, 6, 7, 0, !2, 3, 4, 8, 2 
2, 2, 4, 5, 6, 8, 7 
3. प्रथम # प्राकृत संख्याएँ 


प्रश्नों 4 तथा 5 के लिए माध्य तथा मानक विचलन ज्ञात कीजिए : 


कक आए आह 20 आह हा 


अपने परिणामों की लघु-विधि द्वारा जांच कीजिए। 
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6. लघु विधि का प्रयोग करके निम्न आँकड़ों के लिए माध्य तथा मानक विचलन ज्ञात कीजिए : 








90-20 |20-50 | 50-80 | 80-20 





आह जात आका 
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9, लघु विधि द्वारा माध्य, प्रसरण तथा मानक विचलन ज्ञात करें : 


बारंबारता 
0, एक डिजाइन में खींचे गए वृत्तों के व्यास मि.मी. में, नीचे दिये गए हैं : 


व्यास (मिमी.). | 33-36 | 37-40 45-48 । 49-52 
बा 


वृत्तों के माध्य व्यास तथा मानक विचलन का परिकलन कीजिए 









[संकेत : पहले वर्गों को 32.5-36.5, 36.5-40.5, 40.5-44.5, 44.5-48.5, 48.5-.52,.5 लिखकर 
आँकड़ों को सतत बनाएँ और फिर आगे बढ़ें] 


7, निम्न आँकड़ों से ज्ञात कीजिए कि कौन सा वर्ग अधिक प्रसरण दिखाता है 


0-20| 20-30 70-80 


वर्ग & (बारंबारता) 


वर्ग 8 (बारंबारता) 





[संकेत : दोनों वर्गों के प्रसरण ज्ञात करें। वह वर्ग, जिसका प्रसरण अधिक है अधिक प्रसरण 
दिखाता है] 


2, निम्न आँकड़ों के लिए लघु विधि द्वारा माध्य तथा प्रसरण ज्ञात कीजिए : 





विविध उदाहरण 


उदाहरण ] 20 प्रेक्षणों का प्रसरण 5 है। यदि प्रत्येक प्रेक्षण को 2 से गुणा कर दिया जाए, तो 
परिणामी प्रेक्षणों का नया प्रसरण ज्ञात कीजिए 


हल माना प्रेक्षण 3, ७, 53, -.., ०6 हैं. तथा उनका माध्य 5 है। अतः 


20 
ज्ठत ८. (६ न्‍्ञं 


20 


या 3 ७-२ १00 


८ ः 0) 


साँख्यिकी 679 
यदि प्रत्येक प्रेक्षण को 2 से गुणा किया जाए, तो परिणामी प्रेक्षण हैं 
200 2003 2255 --७ 25, 


५ 


2(०0 + ४2 +... न &५) _ 
॥॥| 


उनका माध्य ऊँ - 25 


|| 
तथा नया प्रसरण < उ6 (25-> 
न्‍्ः क्र )(2० -2.0)* 


4 | 
+562,(४:२ (2) 
%(४-३)? 5 00 को () से (2) में रखने पर हमें प्राप्त होता है 


4 
नया प्रसरण 5 उठ * 00 - 20 ८22 ५ 5. 


टिप्पणी पाठक ध्यान दें कि यदि प्रत्येक प्रेक्षण बिन्दु को # से गुणा किया जाएं, तो नये बने 
प्रेक्षणों का प्रसरण, पूर्व प्रसरण का #* गुना हो जाता है। 


उदाहरण 42 5 प्रेक्षणों का माध्य 4.4 है तथा उनका प्रसरण 8,24 है। यदि तीन प्रेक्षण , 2 
तथा6 हैं, त्तों अन्य दो प्रेक्षण ज्ञात कीजिए | 


हल माना शेष दो प्रेक्षण-& तथा » हैं। तब 


मध्य ऑ बी: प्यार है 
अथवा >+» ८ 3 () 
तथा प्रसरण ८ 
(-4.4) +(2-4.4)7 +(6 - 4.4) +(: - 4.4) +(४ - 4.4)? 
8.24 ७ “77777 द777777८ 
अथवा 4,2 & (3.4)? + (2.4)? + (.6)? + ४! + » - 8.8 (४+ 3) + 2.(4.4)? 


.56 + 5.76 + 2.56 + 22 + 92 - 8.8(४+ 9) + 38.72 

अथवा 4.20 ८ %2+ )2+ 58.60 - 4.4 (६+ »< 3 का प्रयोग करके) 

अथवा >2+ 92 > 9०7 (2) 
लेकिन () से हमे मिलता है 
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>5+ ४7 + 259 ८ ]69 


(3) 
अतः, (2) तथा (3) से हमे मिलता है 
2209 र 72 (4) 
(4) को (2) में से घटाने पर, हमे मिलता है 
(४-9) « 
अर्थात #-»/5 +5 (5) 


अतः, (() तथा (5) से हमे मिलता है 
9,» & 4, जबकि ४- » ८ 5 


2 # 


॥ 


अर्थात ४ ८5 4 95 9, जब €- ४८७-5 
अतः, शेष दो प्रेक्षण 9 तथा 4 हैं 
उदाहरण 3 यदि प्रेक्षणों ५, >0, 2, की 5 + 09, 29+ 9, 25+ » ---४५+ 9 में बदला जाए, 


जहाँ >एक ऋणात्मक अथवा धनात्मक संख्या है, तो दिखाइए कि प्रसरण में कोई बदलाव 
नहीं आयेगा | 


हल माना प्रेक्षणों 3,,६,,..., 2, का माध्य & है। तो उनका प्रसरण निम्न है : 


] !! 
ब् -० हे ध्प्ज्ज्ि हा 
॥] 
यदि प्रत्येक प्रेक्षण में » जोड़ा जाए तो नये प्रेक्षणों का माध्य 5, 5 5 +> तथा नया प्रसरण 
निम्न से दिया जाता है : 


5, < 723 (५ न)-०2 


॥7 


च्द निज (प १७ ७4 "ओर 
हल 


0 50, (गनओ ): 0 2 
प्ञा 
अतः नये प्रेक्षणों का प्रसरण वही है जो मूल प्रेक्षणों का था | 


टिप्पणी ध्यान दीजिए कि प्रेक्षणों के किसी वर्ग में प्रत्येक प्रेक्षण में एक धन (ऋण) संख्या को 
जोड़ने अथवा घटाने पर प्रसरण में कोई अन्तर नहीं आता। 


साँख्यिकी 68 
अध्याय 9 पर विविध प्रश्न 


8 प्रेक्षणों का माध्य तथा प्रसरण क्रमशः 9 तथा 9.25 हैं। यदि इनमें से छ: प्रसरण 6, 7, 0, 
2, ।2 तथा 3 हैं, तो शेष दो प्रेक्षण ज्ञात कीजिए। 


7 प्रेक्षणों का माध्य तथा प्रसरण क्रमशः 8 तथा 6 है। यदि इनमें से पांच प्रेक्षण 2, 4, 0, 
2, 4 हैं, तो शेष दो प्रेक्षण ज्ञात कीजिए | 


: छः: प्रेक्षणों का माध्य तथा मानक विचलन क्रमशः 8 तथा 4 है | यदि प्रत्येक प्रेक्षण को 3 से 
गुणा कर दिया जाए, तो परिणामी प्रेक्षणों का नया माध्य तथा नया मानक विचलन ज्ञात 
कीजिए | 

, यदि # प्रेक्षणों «|, 2५, 23, -- 3», की माध्य & तथा प्रसरण 6 है, तो सिद्ध कीजिए कि प्रेक्षणों 
बज 409 4००७ "५८०६, का माध्य 45 तथा प्रसरण ८262 है (४0) | 

20 प्रेक्षणों का माध्य तथा मानक विचलन क्रमश: 0 तथा 2 है | जांच करने पर यह पाया गया 


कि प्रेक्षण 8 गलत है। सही माध्य तथा मानक विचलन निम्न में से प्रत्येक के लिएं ज्ञात 
कीजिए : | 


0) यदि गलत प्रेक्षण हटा दिया जाए। 
(0) यदि उसे 2 से बदल दिया जाए। 


भाग ख (अध्याय 20 -2॥) 
चयनित-विज्ञान के विद्यार्थियों के लिए 


त्रि-विमीय 
ज्यामिति का 
(4: (नम जी अध्याय ) 


अध्याय )|, 
(रा१00000४ 70 शक 
जा श0४३, ७0007!) 


20.4 भूमिका 


हम जानते हैं, कि किसी तल में स्थित एक बिन्दु की स्थिति-निर्धारण के लिए हमें दो संख्याओं 
की आवश्यकता पड़ती है जो उस बिन्दु की उस तल में स्थित दो परस्पर लम्ब प्रतिच्छेदित 
रेखाओं से लाम्बिक दूरियों को व्यक्त करती हैं| इन रेखाओं को निर्देशांक्ष और उन दो संख्याओं 
को उस बिन्दु के निर्देशांक (८०००॥४४४) कहते हैं। वास्तविक जीवन में हमारा केवल एक 
तल में स्थित बिन्दुओं से ही सम्बन्ध नहीं रहता है। उदाहरणतः अन्तरिक्ष में फेके गए एक गेंद 
की विभिन्‍न समय में स्थिति अथवा एक स्थान से दूसरे स्थान तक जाने के दौरान वायुयान की 
एक विशिष्ट समय में स्थिति आदि, को भी जानने की आवश्यकता पड़ती है। 

ठीक इसी प्रकार एक कमरे की छत से लटकते हुये एक विद्युत-बल्ब की निचली नोक 
अथवा छत के पंखे की नोक की स्थिति को निधार्रित करने के लिए हमें उन बिन्दुओं की दो 
परस्पर लम्ब दीवारों से दूरियां मात्र ही पर्याप्त नहीं है, बल्कि उस बिन्दु की, कमरे के फर्श से 
उंचाई, की भी आवश्कता पड़ती है। अतः हमे केवल दो नहीं बल्कि तीन संख्याओं की 
आवश्यकता होती है, जो बिन्दु की दो परस्पर लम्ब दीवारों से दूरियां, तथा उस कमरे के फर्श 
से उँचाई को व्यक्त करती हैं| कमरे की दो परस्पर लम्ब दीवारों तथा उस क्षैतिज का फर्श तीन 
परस्पर प्रतिच्छेदित करने वाले तल हैं| इन परस्पर प्रतिच्छेदित करने वाले तलों से लम्ब दूरियों 
को व्यक्त करने वाली तीन संख्याएं उस बिन्दु के उन तीन निर्देशांक तलों के सापेक्ष निर्देशांक 
कहलाते हैं। इस प्रकार अन्तरिक्ष (७७३०८) में स्थित एक बिन्दु के तीन निर्देशांक होते हैं। इस 
अध्याय में हम त्रि-विमीय अन्तरिक्ष में ज्यामिति की मूलभूत संकल्पनाओं का अध्ययन करेंगे । 
20.2 त्रि-विमीय अन्‍्तरिक्ष में निर्देशांक्ष और निर्देशांक-तल 


बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेदित करने वाले तीन परस्पर लम्ब तलों की कल्पना कीजिए (आकृति 20,) | 


ये तीनों तल, रेखाओं |" 05, ४' 0१ और 7' 07 पर प्रतिच्छेतिद करते हैं जिन्हें क्रमश: &-अक्ष, 
>-अक्ष और >-अक्ष कहते हैं। 


त्रि-विमीय ज्यामिति का परिचय 685 ह 





आकृति 20. 


हम स्पष्टतः देखते हैं कि उपर्युक्त तीनों रेखाएं परस्पर लम्ब हैं। इन्हें हम समकोणिक 
निर्देशांक निकाय कहते हैं। तलों ५09५, ४07 और 70%, को क्रमश: #ए-तल, ४2-तल तथा 
7-तल, कहते हैं। ये तीनों तल निर्देशांक्ष तल कहलाते हैं। हम कागज के तल को 50५ तल 
लेते हैं और 7702 रेखा को तल 509 पर लम्बवत लेते हैं। यदि कागज के तल को क्षैतिजतः 
रखें तो 7'02 रेखा ऊर्ध्वारत: होती है। ऋए-तल से 07 की दिशा में ऊपर की ओर नापी गई 
दूरियां धनात्मक और 02' की दिशा में नीचे की ओर नापी गई दूरियां ऋणात्मक होती हैं। ठीक 
उसी प्रकार 2-तल के दाहिने 0₹ दिशा में नापी गई दूरियां धनात्मक और 75-तल के बाएं 
09५" की दिशा में नापी गई दूरियां ऋणात्मक होती हैं। ४7-तल के सम्मुख 05 दिशा में नापी 
गई दूरियां धनात्मक तथा इसके पीछे 0%' की दिशा में नापी गई दूरियां ऋणात्मक होती हैं। 
बिन्दु 0 को निर्देशांक निकाय का मूल बिन्दु कहते हैं। तीन निर्देशांक्ष तल अन्तरिक्ष को आठ 
भागों में बांटते हैं, इन अष्टाशों के नाम ह0५72, |%0५72,#%0ै2, #'0५'2, 072, ४0५१८, 
ऋ0९7' और ह'0५४ हैं। 


20.3 अन्तरिक्ष में एक बन्दु के निर्देशांक 


अन्तरिक्ष में निर्देशांक्षों, निर्देशांक तलों और मूल बिन्दु सहित निर्वेशांक्ष-निकाय के चयन के 
पश्चात दिए बिन्दु के तीन निर्देशांक (५)०) को ज्ञात करने की विधि तथा विलोमतः तीन 
संख्याओं के त्रिदिक (४१9०0 दिए जाने पर अन्तरिक्ष में संगत बिन्दु के निर्धारण करने की विधि 
की अब हम विस्तार से व्याख्या करते हैं। 


686 गणित 


अन्तरिक्ष में दिए गये बिन्दु ए से ऋए - तल पर लम्ब ए/ खींचते है जिसका पाद | है 
(आकृति 20.2)। / से ऋ-अक्ष पर (शा, लम्ब खींचिए, जो उससे ॥, पर मिलता है। मान लीजिए 
0,->5,//- 9५ और ए५- ८४. तब ७, », ») बिन्दु ? के निर्देशांक कहलाते हैं। इसमें », », ८ 
को क्रमशः बिन्दु ए के &-निर्देशांक, »-निर्देशांक तथा 2-निर्देशांक कहते हैं। आकृति 20,2 में हम 
देखते हैं कि बिन्दु ए(७, », 2) अष्टांश #0५7 में 





,. आकृति 20.2 


स्थित है, अतः », » और 5 सभी धनात्मक हैं। यदि ? किसी अन्य अष्टांश में हो तो »,» और £ 
के चिन्ह तदनुसार परिवर्तित हो जाते हैं। इस प्रकार अन्तरिक्ष में स्थित किसी बिन्दु की संगतता 
वास्तविक संख्याओं के क्रमित त्रिदिक (५»,०) से होती है। 


विलोमतः किसी त्रिदिक (5,»,.) के दिए जाने पर हम # के संगत -अक्ष पर बिन्दु [, 
निर्धारित करते हैं| पुन: ऋए - तल में बिन्दु |४ निर्धारित करते हैं, जहां इसके निर्देशांक (७, )) 
हैं। ध्यान दीजिए कि 7.0 या तो >-अक्ष पर लम्ब अथवा 5-अक्ष के समान्तर है। बिन्दु |॥ पर 
पहुँचने के पश्चात हम ऋए-तल पर )शए लम्ब खींचते हैं, इस पर बिन्दु ? को 2 के संगत 
निर्धारित. करते हैं। इस प्रकार निर्धारित बिन्दु ? के निर्दशांक (७, », 2) हैं। अतः अन्तरिक्ष में 


स्थित बिन्दुओं की वास्तविक संख्याओं के क्रमित त्रिदिक &, », 2) से सवैव एकैक-सगंतता 
रखते है। 


विकल्पत;, अन्तरिक्ष में स्थित बिन्दु ? से हम निर्देशांक तलों के समान्तर तीन तल खींचते 
हैं, जो ।-अक्ष, >-अक्ष और -अक्ष को क्रमशः ४, 8 तथा ८ बिन्दुओं पर प्रतिच्छेदित करते हैं 
(आकृति 20,3)। यवि 085», 0359 और 00-2०, तो बिन्दु ? के निर्देशांक ५, » और 5 होते 
हैं और इसे हम 7 (५, », 2) के रूप में लिखते हैं। विलोमतः, ४, » और 2 के दिए जाने पर हम 
निर्देशाक्षों पर बिन्दु &, छ तथा ८ निर्धारित करते हैं। बिन्दु &, 8 तथा 0 से हम क्रमश 
एट-तल, 72#-तल तथा हऋश-तल के समान्तर तीन तल खीचतें हैं। इन तीनों तलों ७9९7 
80975 तथा (7 का प्रतिच्छेदन बिन्दु स्पष्टतः ए है, जो क्रमित-त्रिदिक (5, », 2) के संगत है। 
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आकृति 20.3 


टिप्पणी बिन्दु 0 के निर्देशांक (0, 0, 0) हैं। »-अक्ष पर स्थित किसी बिन्दु के निर्देशांक 
(५, 0, 0) और ४2-तल में स्थित किसी बिन्दु के निर्देशांक (0, », 2) होते हैं। 


उदाहरण 4 आकृति 20.3 में यदि ? के निर्देशांक (५, », 2) हैं, तो ए के निर्देशांक ज्ञात कीजिए | 
हल बिन्दु 7 के लिए 0५ के अनुदिश नापी गयी दूरी शून्य है अत: इसके निदेशीक (», ०, ») 
हैं। ह 
उदाहरण 2 आकृति 20.3 में यदि 7 के निर्देशांक (५, », 2) हैं तो बिन्दु ? के हश-तल में 
परावर्तन (प्रतिबिम्ब) के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 
हल ? का प्रतिबिम्ब ऋ५--तल के उतने ही नीचे होगा जितना ए, ऋश- तल से उपर है। इस 
प्रकार ए के निर्देशांक (४, », -2) हैं | 
प्रश्नावली 20.4 ु 
।. आकृति 20.3, में यदि ९? के निर्देशांक (७, ४, ०) हैं तो बिन्दुओं &, 0, 8, 2 और छ के निर्देशांक 
लिखें | | 
2. बिन्दु (&, », ») से निर्देशांक तलों की लम्बवत्‌ दूरियां ज्ञात कीजिए। (६ 3 और ८ सभी को 
धनात्मक मान लें)। 


3. आकृति 20.3 में बिन्दु ए के 0) शछ-तल (0) श्ह-तल में 'प्रतिबिम्ब के निर्देशांक ज्ञात 
करें | 
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4. उन अष्टांशों के नाम बताइए, जिसमें निम्नलिखित बिन्दु स्थित हैं) 


(0) (3,,2) (0) (-3,,2) (0) (3,-,2) 
6५) (3,,-2) (2) (-3,-,2) (७) (-3,-,-2) 
(शा) (3,-,-2) (श॥) (-3,,-2). 


5. एक बिन्दु के निर्देशांक (, -2, 7) हैं। उन सात बिन्दुओं के निर्देशांक लिखिए, जिनके निरपेक्ष 
मान वही हैं जो दिए गए बिन्दु के हैं। 
6. बिन्दु (७, ४, ८) से निर्देशांक्षो पर डाले गये लम्ब-पादों के निर्देशांक लिखिए | 
7, दिए गए बिन्दुओं का निर्दिष्ट तल में प्रतिबिम्ब ज्ञात कीजिए। 
6) (-3, 4, 7) का श2-तल में 
(0) (-7, 2, -) का 77-तल में 
69) (5, 4, -3) का ऋए-तल में 
0५) (-4, 0, ) का 7»-तल में 
(५) (-2, 0, 0) का हश-तल में 
8. बिन्दु ? (७, &, ० की निर्देशाक्षों से लाम्बिक दूरियां ज्ञात कीजिए। 
9. बिन्दुओं (3, 0, -) और (-2, 5, 4) से निर्देशांक तलों के समान्तर तल खींचे गये हैं। इस प्रकार 
निर्मित समान्तर षटफलकीय (79४/४॥०००४|००) कोरों की लम्बाईयां ज्ञात कीजिए । 
20.4 दो बिन्दुओं के बीच की दूरी ग 
दैनिक जीवन में हमें प्रायः अन्तरिक्ष 
के दो बिन्दुओं के बीच की दूरी की 
आवश्यकता पड़ती है। यहाँ हम दो 
बिन्दुओं के बीच की दूरी उनके 
निर्देशांकों के रूप में ज्ञात करते हैं। 
अन्तरिक्ष में दो बिन्दु 9७, »|५ 
2.) और 0(५,, »,, 22) पर विचार 
कीजिए। बिन्दुओं 7 तथा 0 से 
निर्देशांक तलों के समान्तर तल 
खींचिए, जिससे हमें ऐसा घनाभ मिलता 
है जिसका विकर्ण ९0 है (आकृति 
20.4) | ह आकृति 20.4 
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चूंकि 2 ९७५ | समकोण, अतः 
() एएः - ?/2 + /&प2 
पुनः चूंकि 4 ?30 < | समकोण, इसलिए 


(2) ९७0१ - ?02 + 70? 
() और (2) से हमें प्राप्त होता है, कि 


7ए0१ - 7७: + ५? + ]२0: 
अब, 7४ 5 ००-०७॥ /भ७७)-) और ०-४,-४,. 
इस प्रकार, 702 - (४-७) + ७)-9)* + (४,-०))%, जिससे 


2(0- (०-७) +0०-/) +फए-ड) ४27०) ) 2+(9 279) 2+(22-४ 37. 


यह दो बिन्दुओं 7 ७, 9५ ४0 और 0 (७) 2) के बीच की दूरी 70 के लिए 
सूत्र है। ' 


यदि दोनों में से एक बिन्दु मूल बिन्दु 0(0,0,0) और दूसरा ९८५७), हो तो 

07 /७-0)+ (७-0) + (6-0) 5 (५ +3 कह 
उदाहरण 3 बिन्दुओं ? (, -3, 4) और 0 (-4, ,2) में दूरी ज्ञात कीजिए | 
हल अभीष्ट दूरी 

ए0 + (0-८4) +-3फिल-292 
उदाहरण 4 दूरी सूत्र के प्रयोग द्वारा सिद्ध करें कि बिन्दु (-2, 3, 5), 0(, 2, 3) और 
(९ (7, 0,-) संरेख हैं । 
हल यहाँ 

90 5 /0+29"7+02-97+6-9' 5 यार 5 भद्र 


(रे ८ 0-797+0-27+८-3£ -)+(0-2/+(--3 द ५36+4+6 
८ ४56 5 2/4 
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इस प्रकार 70 + 00९ ५ /4+2/4-3औ4 5 ए९. अतः बिन्दु ए, 0 और ए संरेख हैं। 


प्रश्नावली 20.2 
], निम्नलिखित बिन्दु-युग्मों के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए | 
6) (2,3,5), (4,3,) (6) (-3, 7, 2), (2, 4, -!) 
(४) (-, 3, -4), (!, -3, 4) 6५) (2, -, 3), (-2, -, 3) 


सिद्ध कीजिए कि बिन्दु (-3, 7, 2), (2, 4, -।) और (2, -2, -7) संरेख हैं। 

सत्यापित कीजिए कि बिन्दु (3, -2, 4), (!, 0, -2) और (-, 2, -8) संरेख हैं। 

दर्शाइए कि बिन्दु (0, 7, 0), (-, 6,6) और (-4, 9, 6) एक समकोण त्रिभुज के शीर्ष हैं। 
दर्शाइए कि बिन्दु (0, 7, -0), (, 6, -6) और (4, 9, -6) एक समद्दिबाहु त्रिभुज के शीर्ष हैं। 
दर्शाइए कि बिन्दु (-], 2, ), (,-2,5), (4, -7, 8) और (2, -3, 4) एक समाच्तर चतुर्भुज के शीर्ष 
हैं। 


7. सत्यापित कीजिए कि बिन्दु (-,-6, 0), (,-3, 4), (-5,-, ) और (-7, -4, 7) एक सम-चतुर्भुज 
के शीर्ष हैं| 


8. दर्शाइए कि बिन्दु (-2,6, -2), (0, 4, -), (-2, 3, ।) और (-4, 5,0) एक वर्ग के शीर्ष हैं। 
9, दर्शाइए कि बिन्दु (6, 9, 20), (9, ०, ४) और (०, 4, 9) एक समबाहु त्रिभुज के शीर्ष हैं। 


0, चार बिन्दुओं (6, 0, 0), (0, 9, 0), (0, 0, 0) और (0, 0, 0) से समदूरस्थ बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात 
कीजिए | 


हद  जुछी पक पओ। पीले 


पट 


20.5 विभाजन सूत्र 


स्मरण कीजिए कि द्वि-विमीय ज्यामिति के समकोणिक कार्तीय निर्देशांक निकाय के अध्याय 0 
में एक रेखा-खण्ड को अन्ततः और वाहयतः दिए अनुपात में विभाजित करने वाले बिन्दु के 
निर्देशांक ज्ञात किए गये थे। इस अनुभाग में हम दो बिन्दुओं ९(७,»,, 20) और 0 (७५, 3५, 22) 
को मिलाने वाली रेखा खण्ड को ऋऊ के अनुपात में अन्ततः और वाहयतः: विभाजित करने वाले 
बिन्दुओं के निर्देशांक ज्ञात करेगें । 


मान लिजिए कि बिन्दु 7(४,५,८) रेखा खण्ड 70 को अन्ततः #: # के अनुपात में विभकत 
करता है। ऋए-तल पर ए॒., 00/ और शोर लम्ब खींचिए (आकृति 20.5)| स्पष्टतः यह तीनों 
लम्ब एक ही तल में स्थित हैं तथा समान्तर हैं | बिन्दु [,, ॥॥ और [ए उस रेखा पर स्थित हैं जो 
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उस तल और ऋश-तल के प्रतिच्छेदन से बनती है। बिन्दु ४ से रेखा ]ण५ के समान्तर रेखा 
82९ खींचिए। यह रेखा खींचे गये तल में स्थित है तथा रेखा [.ए (विस्तारित) को $ और ॥॥0 
को ' पर प्रतिच्छेदित करती है। जैसा आकृति 20.5 में प्रदर्शित है। 


स्पष्टतः 7/ग२७ और शशएपर समान्तर चतुर्भुज हैं। 
त्रिभुजों 78२ और (77२ स्पष्टत: समरूप हैं| इसलिए 


£/ 










१ इ 






0000 00000 


22222 





श 





| 
रत 
॥॥] 
आकृति 20.5 
है _ श्र 387 _ 8४.,-श, रिि-एश, _व्-था 
४ ऐर ा ठश्चष-ए|्भष तां/-एशोर 2,-2 
इसप्रकार (८८८2 82/22| 
इसप्रकार ८27 ताक 
ठीक प्रकार हैं ._ 922 +। 5 77५92 +79| 
ठीक इसी प्रकार हम पाते हैं, कि *5>“फँड़ *? कफ. 


अतः बिन्दु (१ जो रेखाखण्ड ९0 को #% में अन्ततः विभाजित करता है, के निर्देशांक हैं, 
772 न) 0792 479] हद /ाए्ट| 
कराना... जज. आन 


आप स्मरण करें कि यह परिणाम दो विमीय ज्यामिति में प्राप्त किए गये परिणाम के 
समरूप ही है। 
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बिन्दुओं ए (५, )|, 2) और 0 (७, 3), 22) को मिलाने वाली रेखा-खण्ड ९९ के मध्य बिन्दु 
के निर्देशांक #<-#-] रखने पर प्राप्त किए जा सकते हैं जो इस प्रकार हैं 


अं नजं3 औआऔते)02 ट722 
५४ आओ 


टिप्पणी 


. यदि बिन्दु ९, रेखा-खण्ड 70 को वाहयतः #ऋऋ में विभाजित करता हो तो इसके 
निर्देशांक उपरोक्त सूत्र में # को -# से विस्थापित करके प्राप्त किए जाते हैं। इस प्रकार 
ए के निर्देशांक हैं: 


क्र 727 हाट पापा 
कया... कक... #-! 


2. रेखा-खण्ड 70 को 77:] के अनुपात में अन्ततः विभाजित करने वाले बिन्दु 7२ के निर्देशांक 
हैं: 


4ि&/+5। 09/+» 522+2[ 
हज  ऋका ' छका 


...यह परिणाम प्रायः दो बिन्दुओं को मिलाने वाली रेखा पर व्यापक बिन्दु सम्बन्धी प्रश्नों के 
हल करने में प्रयुक्त होता है। 


उदाहरण 5 70 को वाहयतः 2:! में विभकत करने वाले बिन्दु ॥२ के निर्देशांक ज्ञात कीजिए | 
सत्यापित कीजिए कि 0, एर का मध्य-बिन्दु है। 


हल मान लीजिए कि ए और 0 के निर्देशांक क्रमशः (६, )), 4) और (४, »,, 22) हैं । अब बिन्दु 
९ जो 7१0 को वाहयतः 2:। में विभकत करता है, के निर्देशांक हैं 


[जन 29279» 22272॥ ] 





2] | 2  थश्न॑ 
अर्थात (2502-52, 2392-23 टै52 2) - 


पुनः हम देखतें हैं कि ए९ के मध्य बिन्दु के निर्देशांक हैं. 





2202 -खझऋज॑जझा 299-9+9 222 5आशत अ्थ्सथाल 
2 ह 2 हि 2 ? 


अर्थात, (५, 9५, ०) जो बिन्दु 0 के निर्देशांक हैं। 
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' प्रश्नावली 20.3 


।. बिन्दुओं (-2, 3, 5) और (, -4, -6) को मिलाने से बने रेखा-खण्ड को अनुपात () 2:3 में अन्तत्त: 
0) 2:3 में बाहयतः विभाजित करने वाले बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए । 

2. बिन्दुओं ? (0, 0, 0) और 0 (4, -, -2) को मिलाने-वाले रेखा-खण्ड को :2 में बाहुयतः विभकत 
करने वाले बिन्दु २ के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। सत्यापित कीजिए कि बिन्दु 0 रेखा-खण्ड 70 
का मध्य बिन्दु है। 

'3. विभाजन सूत्र का प्रयोग करके सिद्ध कीजिए कि बिन्दु (2, -3, 4), (-!, 2, )) और [० हि 5 बे क 
संरेख हैं। | 
[संकेत : प्रथम दो बिन्दुओं को मिलाने वाले रेखा-खण्ड को विभाजित करने वाला व्यापक बिन्दु 
ज्ञात कीजिए, तथा दिखाइये कि [7-2 रखने पर तीसरा बिन्दु मिलता है॥] 

4. सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज की माध्यिकाएं संगामी होती हैं। यह भी सिद्ध कीजिए कि 
संगमन बिन्दु माध्यिकाओं को 2: के अनुपात में विभकक्‍त करता है। इस बिन्दु को कया कहते हैं? 

5. सिद्ध कीजिए कि चतुष्फलक ((७४७॥९००॥) के शीर्षों से संमुख फलक के केन्द्रक को मिलाने 
वाली रेखाएँ संगामी होती हैं। 

[संकेत : चतुष्फलक ७8009 में ४0, (6,त्रिभुज 8८9 का केन्द्रक है) को 3:। में विभकत करने वाले 
बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए । प्राप्त परिणाम के सममितता से अभीष्ट परिणाम सिद्ध कीजिए |] 


20.6 दो बिन्दुओं को मिलाने वाली रेखा की दिक्‌-कोज्याएं और दिक-अनुपात (ए#०्लीगा 


(०5ं॥९8 भातपे 976९९।णा २0705) 


आइए दो प्रतिच्छेदित करने वाली रेखाओं के बीच बने कोण की संकल्पना को स्मरण करें| यदि 
रेखाएं समान्तर हैं तो उनके बीच का कोण शून्य होता है। त्रि-विमीय अन्तरिक्ष में हमारा ऐसी 
रेखाओं से सामना होता है जो न तो प्रतिच्छेदन करती हैं और न समान्तर होती हैं। रेखाओं के 
ऐसे जोड़ों को विषम तलीय रेखाएँ (872५ ॥728) कहते हैं। यदि दो रेखाएं न तो समान्तर हों 
और न प्रतिच्छेदन करती हों, तो हम एक ही बिन्दु से दोनों के समान्तर रेखाएं खीचते हैं। इस 
उभयनिष्ट बिन्दु से दोनों के समान्तर खींची गई रेखाओं के बीच का कोण ही उन दोनों रेखाओं 
के बीच का कोण 'कहलाता है। 


परिभाषा किसी रेखा की दिक-कोज्याएँ (0॥०0०00॥ (०४४०७) उस रेखा द्वारा निर्देशांक्षों की 
धनात्मक दिशा के साथ बनाए गए कोणों की कोज्याएं (209॥68) होती हैं। 
इस प्रकार यदि रेखा द्वारा ५,» और £अक्षों के साथ बने कोण क्रमशः ०७, 8 और १ हों तो 


००४ ७, ००४ 3 और ८०४ % उस दी गई रेखा की दिक्‌ कोज्याएं हैं इन्हें संक्षिप्ततः दि. को. लिखा 
जाता है। 
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किसी रेखा की दिक-कोज्याओं को प्रायः ॥, %, # द्वारा व्यक्त किया जाता है| इस प्रकार 
#-< 008 0, ॥7 5 ०08 3, ॥ ८ ०08 १. 


हम देखते हैं कि »-अक्ष की दिक-कोज्याएं , 0, 0 हैं +-अक्ष की दिक-कोज्याएं 0, , 0 हैं 
और £-अक्ष की कोज्याएं 0, 0, | हैं । 


कोई तीन संख्याएं जो किसी रेखा के दिक-कोज्याओं के समानुपाती होती हैं उन्हें उस 
रेखा के दिक-अनुपात (#आ४००४ण ४४708) कहते हैं | संक्षिप्तत: इन्हें रेखा का दि. अ. लिखते हैं | 
इस प्रकार यदि ॥, #, # दिक-कोज्याओं वाली रेखा के दिक-अनुपात ०, 2, ८ हों तो 


हम यह देख सकते हैं कि किसी रेखा की दिक-कोज्याएं परिमाण की दृष्टि में अद्वितीय 
(०४५४०) होती हैं, परन्तु एक रेखा के दिक-अनुपात अनेक हो सकते हैं। वस्तुत: ॥, #%, # दिक्‌ 
कोज्याओं वाली रेखा के दिक-अनुपात ४7, £/#, £# हैं, जहां # कोई अशून्य वास्तविक संख्या है। 

किसी रेखा की दिक-कोज्याएं एक सर्वसमिका (66009) को संतुष्ट करती है, जिसे हम 
निम्नलिखित ढंग से व्युत्पन्न करते हैं। ह 


॥0%, # दिक-कोज्याओं वाली रेखा 
की कल्पना कीजिए। इस रेखा के 
समान्तर मूल-बिन्दु से एक अन्य रेखा 
खींचिए | इस रेखा पर ? (५, », €) कोई 
बिन्दु लीजिए। ए से #-अक्ष पर लम्ब 
ए४ खींचिए (आकृति 20.6) | 


877 
लि. 





यदि 07ए-/, तो 
008 0 न 
0ए #+* 
जिससे »5॥।+ प्राप्त होता है. %ऋ 
इसी प्रकार, /-#7' और 2<॥#7#- आकृति 20.6 


उपरोक्त संबन्धों को वर्ग करके जोड़ने पर हम पाते हैं कि 
>2+ 92 + 22 - +#? ([£ + #* + #2), 
परन्तु हम जानते है कि 2 + ५9१ + 2? < ॥2, 


अत : 2+ #?+ #?- [. 


त्रि-विमीय ज्यामिति का परिचय 695 


इस प्रकार किसी रेखा की दिक-कोज्याएं ॥, #, # निम्नाकिंत सर्वसमिका को संतुष्ट करती 
है। 
2 


(2+ #2+ #2- ]. 


पुन: यदि ॥, %, # दिक्‌-कोज्याओं वाली रेखा के दिक-अनुपात ७, », ८ हों तो 
_हह _ह8 _ का + हे हा ! 
2.८ व +०१+ ८? ४०१ +92+ ८2 


& |" 





फ्र | 
प्रकार ड़ 7 ६ मिलन ज मकबरा 5 पलक नली है 464 हब कलर इक झ ----्किल-_-->---_>स222स2र2ए 
इस प्रकार हि --++,/३ सू + कह कफ 5 
वा +9+ट 4+9?+८? 4 +9?+८* 


जहां किसी एक संदर्भ में एक ही चिन्ह (धनात्मक या ऋणात्मक) का प्रयोग किया जाता है। 
ध्यान दें कि यदि ॥, 8, # किसी रेखा की दिक्‌-कोज्याएं हों, तो उस रेखा की दिक्‌-कोज्याएं 
-, -॥४, - # भी हैं। 


हम जानते हैं कि, दिए बिन्दुओं से होकर जाने वाली रेखा अद्वितीय होती है। दो बिन्दुओं 
९७, 9७ 20) तथा 0 (५५ 3५, 22) से जाने वाली रेखा के दिक-अनुपातों तथा उसके दिक्‌-कोज्याओं 
की संगणना हम निम्नवत्‌ करते हैं| 


मान लीजिए कि 90 की दिक-कोज्याएं ॥, #, # हैं| यदि #-अक्ष के धनात्मक दिशा के 
साथ यह रेखा कोण ७ बनाती है तो 70 का >-अक्ष पर प्रक्षेप 


(0.०, ) + 200 ०08 ०८ २७). 
अतः (३5८ किक मे ४ 
इसी प्रकार ?() के +- तथा £- अक्षों पर प्रक्षेप का विचार करने से हम पाते हैं कि 


ए0- २7 


डा 


और ए05८:-+--.. 
70 के मानों को बराबर रखने पर हम पाते हैं कि, 


अतः बिन्दुओं 7७,» 2) और 0 (७, 3५, ») से जाने वाली रेखा के दिक-अनुपात 
छ० 3 30% एस होते हैं। 
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इनसे ९0 रेखा के दिक-कोज्याएं इस प्रकार हैं। 


०-३) +(09-9)+(०- 207 (००-०४) + (99-33) + (22८52 ऐ 
22 2 


मा स्न्स्ल्लल्फ्ल्त्ल्लतततचत5 $ 
(०2 -<। )+ (92-» )+ (22 “था )! 


2 लकी मय मा कलम मम ली 
४०-२४) +(0५-))+(०“०) * 
उदाहरण 6 दर्शाइए कि बिन्दु (2, 3, 4), (-, -2, ), (5, 8,7) सरेंख हैं। 
हल बिन्दु ? (2, 3, 4) और 0 (-, -2, !) को मिलाने वाली रेखा ९0 के दिक-अनुपात 
2 - (-), 3- (-2), 4 -, अर्थात्‌ 3, 5, 3 हैं। 
पुनः ९(2, 3, 4) और (5, 8, 7) को मिलाने वाली रेखा के दिक्‌-अनुपात 
5-2, 8-3, 7-4, अर्थात्‌ 3, 5, 3 हैं| ह 
इस प्रकार (१ और ३२ समान्तर हैं लेकिन बिन्दु ए उभयनिष्ठ है इसलिए ?,0 और ए 
संरेख हैं| 
प्रश्नावली 20.4 


!. एक रेखा निर्देशाक्षों से 90*, 60" और 30" के कोण बनाती है। इसकी दिक-कोज्याएं ज्ञात 
कीजिए 


2, एक रेखा निर्वेशांक्षों से समान कोण पर झुकी है। उसकी दिक-कोज्याएं ज्ञात कीजिए | 

3. निम्नलिखित बिन्दु-युग्मों को मिलाने वाली रेखा के दिकू-अनुपात तथा दिक्‌-कोज्याएं ज्ञात्त करें। 
0) (-2, , 0), (3, 2, ) () (-, -, -), (2, 3, 4), 

4. दर्शाइए कि बिन्दु (-, 2, -3), (4, 5, )) और (9, 8, 5) संरेख हैं। 


5. दर्शाइए कि बिन्दु (4, 7, 8), (2, 3, 4) से जाने वाली रेखा बिन्दु (-, -2, ), (, 2, 5) से जाने वाली 
रेखा के समान्तर है| 


20.7 दो बिन्दुओं को मिलाने से बने रेखा-खण्ड का दी गई रेखा पर प्रक्षेप 


हम जानते हैं कि एक रेखा-खण्ड का दी गयी रेखा पर प्रक्षेप रेखा-खण्ड की लम्बाई तथा 
रेखा-खण्ड और रेखा के बीच के कोण की कोज्या का गुणनफल होता है। सरलता पूर्वक यह 
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देखा जा सकता है कि रेखा-खण्डों ७8, 82 और 00 के 70 पर प्रक्षेपों का बीजीय योगफल 
रेखा-खण्ड ७70 का 70 पर प्रक्षेप के समान होता है (आकृति 20.7 6) और (67))|- 


अमन 22, 2 


७! 








मम: 4 बट लिकदीत 38: घी ड वकननी अर मिल लिए अमरबन नस न 


ए 7, 2 | (| ०० 
आकृति 20.7 6) 


ष बल कक ॥8| 
7 न अकसर हे 
हि | 3 । 


ए ध्‌ ॥0 | 006 





आकृति 20.7 () 
“” »0 का 70 पर प्रक्षेप ह 
[,0 <.५/ + (४ + ]70 (आकृति 20.7 ()) 
और 7,0 -77४ - शाप + ॥४०0 (आकृति 20.7 (0). 
दोनों स्थितियों में हम देखते हैं कि ह 
4,0- 08, 82 और (7) के 76 पर प्रक्षेपों का बीजीय योगफल। 


व्यापकत: इस परिणाम को निम्नलिखित रूप में पुनः उललेखित किया जा सकता है। एक. 
« रेखा-खण्ड का दी गई रेखा पर प्रक्षेप, दिए गए रेखा-खण्ड के खण्डित रेखा-खण्डों द्वारा दी 
' गई रेखा पर प्रक्षेपों के बीजीय योगफल के समान होता है। आकृति 20.7 में हम देखते हैं, कि 


698 गणित 
“79 रेखाखण्ड के सिरों को जोड़ने वाले खण्डित रेखा-खण्ड ७83, 3८! और (9 हैं। 


दो बिन्दु (७, »| 2) और 0 (०५, 33. 22) दिए गये हैं और ॥, #, # दिक-कोज्याओं वाली 
एक रेखा भी ज्ञात है। अब हम एक रेखा-खण्ड 7?() के दी गई रेखा पर प्रक्षेप के लिए पदावली 
(»(त०४आंणा) प्राप्त करते हैं। आकृति 20.4 में हम देख सकते हैं कि, 


98 - 52००], 4 0-७] शा (७८ 2/-४। 
दी गई रेखा निर्देशाक्षों के साथ जो कोण बनाती है उसकी कोज्याएं ॥, #, # हैं। अतः: ९७, #५ 
और ० के दी गई रेखा पर प्रक्षेप क्रमशः: (८-७) 0 (०-»7# और (2,-८])# हैं | 
अब 70 का दी गई रेखा पर प्रक्षेप, खण्डित रेखा-खण्डो 7५, ७५ और [९0 के दी गयी 
रेखा पर प्रक्षेपों के योगफल के समान है| अतः ?( रेखा-खण्ड का दी गई रेखा पर अभीष्ट प्रक्षेप 
7 (८->0]) + # 00-90.) + # (८;- 2) है। 
हम इस परिणाम को दो रेखाओं के बीच कोण को ज्ञात करने में प्रयोग करेंगे। 
20.8 ज्ञात दिक-अनुपातों वाली दो रेखाओं के बीच का कोण 
[, #५५ 7; और /,, %, , ॥/ विक्‌ू-कोज्याओं वाली दो रेखाओं क्रमशः &8 और (9 पर विचार 
कीजिए | मूल बिन्दु 0 से हम दो रेखाएं 07 और 00 क्रमशः: ७8 और (7) के समान्तर खींचते 


हैं। स्पष्टत: “?00 ही दी गई रेखाओं &8 और (9) के बीच कोण है। (आकृति 20.8)। मान 
लीजिए कि यह कोण 8 है, तथा 07 और 00 की दिक-कोज्याएं क्रमशः ॥|, #|, #। और /,, #,, 


प्र ॥8। 





आकृति 20.8 


ठे 
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0 हैं। यदि 00-7# 0, तो बिन्दु 0 के निर्देशांक (,+, ७, 7, ४0 7) हैं। 
पूर्व भाग में प्राप्त परिणाम का प्रयोग करने पर हम 00 का 09 पर ग्रक्षेप निम्नलिखित 
पाते हैं 
072 57 (0 7- 0) + क॥। (४72 77: 0) + 8] ४2 7 - 0) 
न [9 + 70] 72 + #| 22) 7 
परन्तु (0२ > (0५3 208 0८7 ०058 9. 
इसलिए. # ०080 # (| ॥. + | ॥72 + ४] 72)7 
जिससे हम पाते हैं ००४6 7, 7, + #॥ #2 + प्र] १2, 
क॥ 0 का मान ज्ञात करने के लिए हम देखते हैं कि, 


श7 685८ [-००052 6 
>([+का + 7) (हँ +कहई +॥4)- (॥0५ +क|#/ +क/2)* 
२ (॥[702 - /277 ) 2.(8|72 ८ ॥27]) + (8 -+ ४2) , 
अतः शी] 0 ८ हे कक ली 202 मान इज हर ॥2 - का) +(ह३ >+हएा]) + (06 “07. 
> (0.#५ - दएय) +(0घक) "हडम)- + 0५ ७") (काठ + 4िएय) +(आ॥३ ०४27) + (8[५ -7०27) 7 


॥५ +मपआनआय: 


टिप्पणी रेखाओं के लम्ब होने के अतिरिक्त अन्य स्थितियों में ००४७ का मान धनात्मक अथवा 

ऋणात्मक हो सकता है जो 0 के न्‍्यूनकोण अथवा अधिक कोण होने पर निर्भर करता है। 
यदि दोनों रेखाओं के दिक्‌ू-कोज्याओं के स्थान पर उनके दिक-अनुपात 4|, 8,, ८; और 

५,, 2), ०० दिए हों तो उनके बीच का कोण 6, निम्नलिखित सूत्रों से ज्ञात किया जा सकता है| 


और १0 


_+_  वाव 29 4०0८ 
3 2 हक] 7 6 का अक३ 


और छि0-०८७) + ०-४०) +०-दग) (८ 872 7 4.2 ं ६३ (० “90 गा रन (ल 42 -०८०३6॥ ं 


ग फट म्शॉदी ०2+०+८ +22+८६ 
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- न्‍ल्योः 
83 2 धाव: + 292 + 2८० 


ध्यान देने योग्य है कि (80 9 का मान वही है चाहे दिकू-कोज्याएं या दिक-अनुपात दिए गए हों। 


दो रेखाओं के परस्पर लम्ब होने का प्रतिबन्ध यदि |, #|, # और |, %,, ४, दिक-कोज्याओं 
वाली रेखाएं परस्पर लम्ब हैं तो . 


95 जे / ते: ०008 0-50 
इस प्रकार दो रेखाएं परस्पर लम्ब होंगी यदि 
[80 + ॥॥| ॥2+7[7250, 
समतुल्यत: 66, + 802 + ८०५ ८ 0, 
जहां ८, ७), ०] और ०), ४,, ०; दो रेखाओं की दिक-अनुपात हैं | 


दो रेखाओं के समान्तर होने पर प्रतिबन्ध यदि दो रेखाएँ जिनकी दिक्‌ू-कोज्याएं,।,, #|,#| 
और ।,, #, ४५ हैं, समान्तर हों तो 6-0 


इस प्रकार आ॥ 9 - 0 इसलिए, 
(॥#० + हु) + (#|82 - #56])7 + (872 - ४27) 5 0 
फलत: ॥#02- 27| 5 0, #पह2 - #20[ 5 0, #॥|// - ४2 5८ 0 


7 - 2 


0. ॥09. 7७ 


जहां 6, 8,, ०. और ८,, ४,, ८, दोनों रेखाओं के दिक-अनुपात हैं । 


उदाहरण 7 बिन्दु ? (3, -, 2) और 0 (2, 4, -!) को मिलाने वाली रेखा-खण्ड का -, 2, -2 
दिक--अनुपात वाली रेखा पर प्रक्षेप ज्ञात कीजिए | 


हल -, 2, -2 दिक-अनुपात वाली रेखा की - व ् ५ स् दिक-कोज्याएं हैं | 
अतः ?0 का दी गई रेखा पर प्रक्षेप 


| 2 2 अल 
वु(2 3)+34+9-5(--2) , अर्थात्‌ जु 
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उदाहरण 8 2,3,6 और ,2,-2 दिक अनुपातों वाली दो रेखाओं के बीच का कृण ज्ञात कीजिए | 
हल दोनों रेखाओं के बीच का कोण 0 के लिए 
22[+32८2+ 06» (-2) 


४ 27+37+6? + 22 +(-2)? 


2088 5+ 


कि किक 
2[ 
4 
न्यूनकोण 89 के लिए ८००४ 9 < ठ अतः 8-< ००६ ऊाः 
प्रश्नावली 20.5 


।, दिक-कोज्याओं ता वाली रेखा पर बिन्दुओं (2, -3, 0), (0, 4, 5) को मिलाने वाली रेखा-खण्ड 
का प्रक्षेप ज्ञात कीजिए 


2, दिक-अनुपात 3, -6, 2 वाली रेखा पर बिन्दुओं (, 2, 3), (4, 3, !) को मिलाने वाले रेखा-खण्ड 
का प्रक्षेप ज्ञात कीजिए। 


3. दिक-अनुपातों 2,-,-2 और 6, -2, 3 वाली रेखाओं के बीच बना न्यूनकोण ज्ञात कीजिए। 

4. दिक-अनुपातों 3, -6, 2 और [, -2, -2 वाली रेखाओं के बीच बना अधिककोण ज्ञात कीजिए। 

5. दिखाइए कि बिन्दुओं (, -, 2) और (3, 4, -2) को मिलाने वाली रेखा बिन्दुओं (0, 3, 2) और 

(3, $, 6) को मिलाने वाली रेखा पर लम्ब है। 
विविध उदाहरण 

उदाहरण 9 एक रेखाखण्ड का निर्देशांक्षों पर प्रक्षेप 6, 2 और 3 है। रेखा-खण्ड की लम्बाई 
तथा दिक्‌-कोज्याएं ज्ञात कीजिए | 

हल मान लीजिए कि रेखा खण्ड की लम्बाई #है तथा इसकी दिक-कोज्याएं |, |, # हैं | 


हम जानते हैं, कि रेखा-खण्ड के प्रक्षेप, अक्षों पर #, ## और ## होते हैं। इसलिए /#* 
#7- 2 और ##> 
फलतः. 74 (2 + #2+ ॥2) ८ 62 + 22 + 32 - 49. 
अतः 7 - 49, .8., / - ैं, 


स्सोकोर _3 
इसप्रकार [5 तह - नर और ध्ल्ज' 
3 


अतः रेखा कीः लम्बाई 7 इकाई तथा इसकी दिक-कोज्याएं न न और न हैं 
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उदाहरण 0 बिन्दुओं 7(-9, 4, 5) और 0(, 0, -) को मिलाने वाली रेखा पर मूल-बिन्दु 
से डाले गये लम्ब के पाद के निर्देशांक ज्ञात कीजिए | 
हल रेखा 70 पर किसी बिन्दु [२ के निर्देशांक 
हा 06+4 -६+5 ॥ 











का | हका छू 
जहां ह्‌ एक अचर है और जिसे ज्ञात करना है। 
मूल बिन्दु 0 को बिन्दु ३ से मिलाने वाली रेखा के दिक-अनुपात हैं, 
[6-9 4 -«+5 
ह+] एह+] छऋ+] ' 

लेकिन बिन्दु ए और 0 से जाने वाली रेखा के दिक-अनुपात 20, -4, -6 हैं| 

अब ए का वह मान ज्ञात करना है जिससे मूल बिन्दु से रेखा 0 पर लम्ब का पाद ॥२हो जाये। 

चूंकि 0९ रेखा ९0 पर लम्ब है इसलिए 

200॥0 - 9) | 746 | -6(7+5) 
हक | का 
फलत: 220 ए-80-6+6₹-30 - 0, अर्थात ( «।. 
अतः अभीष्ट लम्ब पाद के निर्देशांक 
जज | अर्थात्‌ (, 2, 2) हैं। 
अध्याय 20 पर विविध प्रश्नावली 

. बिन्दु (5, 0, 2) और (3, -2, 5) से निर्देशांक तलो के समान्‍्तर तल खींचे गये हैं। इस प्रकार 
निर्मित घनाभ (आयताकार षटफलकीय) के कोरों की लम्बाइयां ज्ञात कीजिए । 

2. 5 इकाई भुजा वाले एक घन का एक शीर्ष (, 0, -) है और इस शीर्ष से जाने वाली त्तीन 
कोरें क्रमशः ४ और 9अक्षों के ऋणात्मक तथा - अक्ष के धनात्मक दिशाओं के समान्तर हैं, 
घन के अन्य शीर्षों तथा केन्द्र के निर्देशांक ज्ञात कीजिए 

3. चार बिन्दु जिनके निर्देशांक (2,0,0), (0,-,0), (0,0,5) और (0,0,0) हैं, से समदूरस्थ बिन्दु 
के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। इस बिन्दु की दिए गये चारों बिन्दुओं से दूरी भी ज्ञात कीजिए 

4. &(3,2,0), 8 (5,3,2), ((-9,6,-3) एक ब्रिभुज के शीर्ष हैं। 800 का समद्विभाजक »!0, 
8८ से 7) पर मिलता है। बिन्दु [) के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 


5. बिन्दुओं (2,4,-3) और (-3,5,4) को मिलाने वाला रेखा-खण्ड, ऋर-तल द्वारा जिसः 
अनुपात में विभक्त होता है, उसे ज्ञात कीजिए । 











0 


त्रि-विमीय ज्यामिति का परिचय 703 


सिद्ध कीजिए कि बिन्दु (0,4,), (2,3,--), (4,5,0) और (2,6,2) एक वर्ग के शीर्ष हैं। 


सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज की दो भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को मिलाने वाली रेखा तीसरी 
भुजा के समान्तर तथा लम्बाई में उससे आधी होती है। 


. यदि ॥,#|, ४। और /,,#०, ४2 दो परस्पर लम्ब रेखाओं के दिक-कोज्याएं हैं तो दर्शाइए कि 


ड्न दोनों पर लम्ब रेखा की दिक-कोज्याएं क्रएए--॥ए2[, #| /2-72, /772- 270] है 


- कीजिए ॥| +82 + 74 | + ॥0 +#74 ॥ + +73 कोज्याएं 
सत्यापित कीजिए कि नल न, 727४3 ऐसी रेखा की दिक्‌- 


४3... ४३ 
हैं जो ((,॥#|, 77; (9, 779 #2 और ॥५, 705, 95, दिक-कोज्याओं वाली तीन परस्पर लम्ब रेखाओं 
से समान कोण पर झुकी हुई हैं। 


. यदि एक रेखा एक घन के चार विकर्णों के साथ ०, 3, १ और 8 कोण बनाती है तो सिद्ध 


कीजिए कि, 


4 
0082 ७ + 2082 3 + ०082% + ००52 6 कु 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


637 ई० में वैश्लेषिक ज्यामिति के जनक रेने डेकार्ट [१26 702582865 (596 - 650 
&.0,)] ने तलीय ज्यामिति के क्षेत्र में उल्लेखनीय कार्य किया। इनके सहआविष्कारक 
पियरे फर्मा [0०78 ए&॥7० (60-665 &.0.)] और लॉ हीरे ॥.& प्रा (640 - 78 
».))ने भी इस क्षेत्र में कार्य किया। यद्यपि इन लोगों के कार्यों में त्रेविमीय ज्यामिति के 
सम्बन्ध में सुझाव है, परन्तु विशद विवेचन नहीं है। डेकार्टे को त्रिविमीय अन्तरिक्ष में विन्दु 
के निर्देशांको के विषय में जानकारी थी परन्तु उन्होने इसे विकसित नहीं किया। 


[75 ई० में जे वरनौली [7. 8&ग्रणण॥ (667 - 748 ४.70.)] के लाइवनिज [7 आंशपर] 
को लिखे पत्र में तीन निर्देशांक तलों का परिचय उल्लेखित है जिसे हम आज प्रयोग कर 
रहे हैं। 

सर्वप्रथणभ सन 700 ई० में फेन्च ऐकेडमी को प्रस्तुत किए गए अचन्टोनी पैरेन्ट [,47/ण॥6 
एथ०॥ (666 - 76 «.0.)] के लेख में वैश्लेषिक ठोस ज्यामिति के विषय में विस्तृत 
विवेचन है। 

एल. आयलर [[.. छए७', (।707 - 783 &.70.)] ने सन्‌ ।748 में प्रकाशित अपनी पुस्तक 
'ज्यामिति का परिचय के दूसरे खण्ड के परिशिष्ट के 5वें अध्याय्‌ में त्रिविमीय निर्देशांक 
ज्यामिति का सुव्यवस्थित एंव क्रमवद्ध वर्णन प्रस्तुत किया | 

उनन्‍नीसवीं शत्ती के मध्य के बाद ही ज्यमिति का तीन से अधिक आयामों में विस्तार किया 
गया, जिसका सर्वोत्तम प्रयोग आइनस्टीन के सापेक्षवाद के रिद्वान्त में स्थान-समय 
अनुक्रमण (5980०-76 एणापाए में द्र॒ष्टव्य है। 


 सदिश 


गणित, ............................ध्याय | 


॥४घ:परप्गकणा 


(५00४8 ७॥.6009॥0) ः 


2.] भूमिका 


गणित, भौतिकी और इन्जीनियरिंग में प्रायः ऐसी राशियों से सामना पड़ता है, जिनमें केवल 
परिमाण होते हैं, उदाहरणतः द्रव्यमान, समय और ताप आदि। इन्हें अदिश राशियां कहते हैं। 
इनके विपरीत अनेक भौतिक राशियाँ ऐसी होती हैं, जिनमें केवल परिमाण ही नहीं, बल्कि दिशा 
भी होती है, उदाहरणतः विस्थापन, वेग त्वरण, बल संवेग, कोणीय संवेग, विद्युतक्षेत्र-तीव्रता और 
पराविधुत धरुवण आदि। राशियां जिनमें परिमाण और दिशा दोनों होते हैं, उन्हें सदिश राशियाँ 
कहते हैं| 


सदिश का लाभ पूर्णतः तभी प्राप्त हो सकता है, जब उनके ज्यामितीय प्रगुणों के साथ ही 
साथ उनके बीजगणितीय गुणधर्मों का प्रयोग किया जाय | हम समकोणिक निर्देशांक निकाय से 
पूर्व परिचित हैं। सदिशों और ज्यामिति के बीच संगतता निर्देशांक निकाय में एक बिन्दु की एक 
सदिश से साहचर्य स्थापित करके आरम्भ की जा सकती है। इस प्रकार का एक निकाय 
ट्वि-विभीय या त्रि-विमीय ज्यमिति में प्रत्येक बिन्दु की संगतता संख्याओं के एक क्रमित-युग्म 
या ब्रिक से करता है, और इन प्रत्येक क्रमित युग्म या त्रिक का साहचर्य हम एक सदिश से करा _ 
सकते हैं| सदिशों और संख्याओं के बीच की संगतता, एवं सदिश विधियों का प्रयोग रैखिक 
समीकरण, ज्यामिति, चलन-कलन और यान्त्रिकी के अध्ययन करने की अनुमति देती है। इस 
प्रकार का अध्ययन भौतिक विज्ञान से लेकर इन्जीनियरिग तक के विविध क्षेत्रों में उपयोगी और 
महत्वपूर्ण सिद्ध हो चुका है। अब इसके अनुप्रयोगों का विस्तार अर्थशास्त्र और अन्य 
सामाजिक-विज्ञान के क्षेत्रों में होने लगा है| 


2.2 सविश (९८८०४) 


ऐसी राशियाँ जिनमें परिमाण और दिशा दोनों होती हैं, उन्हें निरूपित करने के लिए सदिशों का 
प्रयोग किया जा सकता है। ऐसी भी राशियाँ हैं, जिनमें केवल परिमाण होते हैं, और दिशा नहीं 
- होती है, वे अदिश राशियाँ (८४४०/ 90४०/॥४॥925) कहलाती हैं। जैसा कि अंग्रेजी भाषा का शब्द 
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स्केलर इंगित करता है कि स्केलर राशियाँ, मापी जा सकती हैं, अर्थात वास्तविक राशियों के 


पैमाने पर उनकी तुलना की जा सकती हैं अदिश ऐसी राशियां हैं, जिनमें केवल परिमाण ही होता 
है, किन्तु दिशा नहीं होती है। 


परिभाषा - सदिश ऐसी राशि है जिनमें परिमाण और दिशा दोनों होते हैं। 


आकृति 2.(०), (9) और (८), में हम तीन समान्तर रेखाएं देखते हैं और दो विभिन्‍न 
दिशाएं हैं, जिनका साहचर्य इन रेखाओं से कराया जा सकता है, जैसा कि तीर द्वारा प्रदर्शित 
है। एक रेखा जो इन दिशाओं में से किसी एक द्वारा निदेशित होती है, उसे दिष्ट रेखा कहते 
हैं। यदि एक परिमाण (मान लीजिए ८मात्रक) के एक रेखा-खण्ड को दो दिशाओं में से किसी 
एक दिशा से निदेशित करें, तो हम एक दिष्ट रेखा-खण्ड पाते हैं। आकृति 2.(८) में हम एक 
दिष्ट रेखा-खण्ड को #5 द्वारा निदेशित किए हैं, जिसका परिमाण रेखा-खण्ड ४8 के लम्बाई 
द्वारा निरूपित है। दिष्ट रेखा खण्ड #छ का & आदि-बिन्दु (709 9०॥0) और 98 अचन्त्य 
बिन्दु (070 9णंए) है। 

छ 


का] 


हर 
(8) (०) (०) 
आकृति 24. 


चूँकि दिष्ट रेखा-खण्ड में परिमाण और दिशा दोनों होते हैं, अतः वह एक सदिश निरूपित 
करता है। ह 


आकृति 2. (०) द्वारा निरूपित सदिंश &8 को #ए या & द्वारा निरूपित करते हैं। हाथ से 
लिखने और छपने में अदिश और सदिश में विभेद करने के लिए हम उस परिपाटी का प्रयोग करते 
हैं, जिसके, अनुसार सदिशों को मोटे प्रिन्ट या उसको निरूपित करने वाले अक्षर के ऊपर प्रतीक 
-> लगाया जाता है। अदिशों को सामान्य प्रिन्ट में बिना प्रतिक -> के द्वारा व्यक्त करते हैं। 


एक सदिश की लम्बाई या परिमाण को निरपेक्ष मान चिह्न | |8। (या || या ०) द्वारा व्यक्त 
करते हैं। कथन |4|<0 असत्य है, क्योंकि लम्बाई कभी ऋणात्मक नही होती है। 
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स्वतन्त्र सदिश (766 ४०८०) सदिशों को जैसा कि ऊपर परिभाषित किया गया है, स्वतन्त्र 
सदिश कहते हैं। क्योंकि किसी सदिश को बिना परिमाण और दिशा में परिवर्तन किए समान्तर 
विस्थापन द्वारा एक स्थान से दूसरे स्थान पर विस्थापित कर सकते हैं| 


स्थानिक सदिश 0.०८४४००१) या सर्पी सदिश (४7679 ५९८०४) यदि किसी स्वतंत्र सदिश 
का आदि बिन्दु निधार्रित है तो उसे स्थानिक या सर्पी सदिश कहते हैं। तात्पर्य यह है, कि 
स्वतंत्र सदिश का अन्तरिक्ष में कोई विशिष्ट स्थान नहीं होता है, जबकि एक स्थानिक सदिश को 
हम आकाश में विस्थापित नहीं कर सकते हैं| 


टिप्पणी यान्त्रिकी (४०८॥०॥०७) में जहाँ बल एक सदिश राशि के रूप में प्रयुक्त किया जाता 
है, यह आवश्यक है कि सदिश को केवल परिमाण और दिशा में ही नहीं बल्कि वह स्थान भी 
निर्धारित हो जिस पर यह कार्य करता है, क्योंकि दो समान्तर बल समान परिणाम के होने पर 
भी एक ही अक्ष के परितः घुमाने पर विभिन्‍न घूर्णन प्रदान कर सकते हैं। इसलिए बल सुनिश्चित 
आदि बिन्दु वाला सदिश है, अत: बल एक स्थानिक सदिश है। 


इकाई सदिश (एज श«ल०) एक सदिश जिसका परिमाण एक इकाई है उसे इकाई सदिश 


कहते हैं। सदिश ८ की दिशा में इकाई सदिश प्राप्त करने के लिए हमें इसके परिमाण |८| से 
भाग देना पड़ता है। 


इस प्रकार सदिश ७ की दिशा में इकाई सदिश हक है। इसे हम 6 च्वारा व्यक्त करते हैं। 
|4। 


शून्य सदिश (7७० ५९८०) शून्य परिमाण के सदिश को शून्य सदिश्‌ कहते हैं, और इसे 0 
द्वारा व्यक्त करते हैं। इस सदिश की दिशा सुनिश्चित नहीं होती है, या विकल्पतः इसको कोई 
दिशा रखने वाला सदिश नहीं समझ सकते हैं | कोई बिन्दु (अपविकसित रेखा-खण्ड, 06०एआ८०४६० 
]96 इध्श्रा।आ। ) शून्य सदिश निरूपित करता है। उदाहरणतः एक तल (या अन्तरिक्ष) में यदि 


बिन्दु & है, तो && शून्य सदिश 6 को व्यक्त करता है। 


टिप्पणी पाठक को अदिश 0 और शून्य सदिश 0 में विभेद करने तथा पहचानने की क्षमता होनी 
चाहिए। अदिश “0' एक वास्तविक संख्या है। जबकि सदिश 0 एक सदविश है, जिसका परिमाण 
शून्य है, परन्तु दिशा स्वेच्छ है। सदिश समीकरणों में हम 0 का ही प्रयोग करेंगे, आदिश 0 का 
नहीं | 


संरेख सदिश (0णां॥र८॥/ ५८९८००७) दो या दो से अधिक, सदिश संरेख कहे जाते हैं, यदि 
उनकी दिशाएं समान्तर, अनुदिश अथवा प्रति दिश ( #7० अथवा एा८०) हों तथा उनका परिमाण 
कुछ भी हो | ध्यान दीजिए कि संरेख अदिशों को एक ही रेखा के अनुदिश होना आवश्यक नहीं 
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है | चूँकि शून्य सदिश की दिशा कुछ भी हो सकती है, अत: यह किसी भी सदिश के संरेख हो 
सकता है| आकृति 2.2 में 5 , 76 , ठ5 , ठए और उर्फ़ सभी संरेख सदिशों के उदाहरण हैं | 


७--२६क०-+>ै- 





हा राणा आय 





2 रे (2 छ 
-आ---7-....० 
फ् |] 
#..--++++ 
० छ 
आकृति 2.2 


एक सदिश का ऋण (0५८४०४४८ ०४ ४८८०० ) एक सदिश, जिसका परिमाण सदिश ६ के 
समान परन्तु दिशा ८ के विपरीत हो, उसे सदिश ८ का ऋण (0५८४५॥४४०) कहते हैं, जिसे 
-& द्वारा व्यक्त करते हैं। ध्यान दीजिए कि किसी सदिश का ऋण उस सदिश के संरेख होता 
है। 


आकृति 2.3 


उपर्युक्त आकृति 2.3 में 8& , सविश »छ का ऋण है, अतः 
8& 
पुनः: यदि 000 ५ ४8, और »8 और (८) समान्तर हैं, जैसा कि आकृति 2.3 में प्रदर्शित हैं, तो 


ट5<--&8. 


समान सदिश (06०० ए८८०४७) दो सदिश ८ तथा ह समान कहलाते हैं, कि यदि उनके 
: परिमाण समान हों तथा दिशाएं भी समान हों, जबकि उनके आदि विन्दुओं कि स्थितियाँ भिन्‍न 
भी हो सकती हैं। ८ तथा $ समान सदिशों को हम & ८9 लिखते हैं। 


ध्यान दीजिए कि आकृति 2.3 में &8 और 79ट सदिश हैं। निश्चित: समान सदिश संरेख 
सदिश हैं, जिनके परिमाण तथा दिशाएं भी समान हैं। 
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2.3 सविशों का योगफल (49ता४60०ा ०१ ५९८०४) 


विचार कीजिए कि वो फुटबाल खिलाड़ी साथ ही साथ एक फुटबाल को विभिन्‍न दिशाओं में 
किक करते हैं। फलस्वरूप फुटबाल ऐसी दिशा में गति करता है जो दोनों खिलाड़ियों द्वारा 
किक की गयी दिशा से भिन्‍न होती है | इसका कारण यह है, कि दो बलों के परिणामी बल की 
दिशा दोनों बलों की दिशाओं से भिन्‍न होती है। एक नाविक, जो नाव से नदी को पार करना 
चाहता है, जैसे उदाहरण पर हम विचार करते हैं | यदि वह नाव को नदी के तट की लम्ब दिशा 
में खेता है, तो नदी के उस पार वह ठीक विपरीत सम्मुख बिन्दु पर नहीं पहुँचता है, बल्कि ऐसे 
बिन्दु पर पहुँचेगा, जो अनुप्रवाह (00४7 ४7०27) की दिशा में कुछ दूर हट कर होता है, क्योंकि 
नाव का भूमि के सापेक्ष वेग, नाव के धार के सापेक्ष वेग और जल-प्रवाह के वेग का परिणामी 
होता है। यह पृष्ठभूमि हमें दो असंरेख सदिशों & और ४ के योगफल को निम्नलिखित ढंग से 
परिभाषित करने में सहायक होती है। 


यदि दो सदिश ८ और £, एक समान्तर चर्तुभुज की दो संलग्न भुजाओं द्वारा परिमाण 
दिशा में निरूपित हों, तो उनका योगफल -६+४ परिमाण और दिशा में उनके उभयनिष्ठ शीर्ष 
से जाने वाले विकर्ण द्वारा निरूपित करते हैं, जो “समान्तर चर्तुभुज नियम” कहलाता है। 


यह ध्यान देने योग्य है कि इस परिणाम की सहायता से हम दो असंरेख सदिशों कां सदैव 
योगफल ज्ञात करते हैं। यदि उनके आदि बिन्दु एक ही नहीं हों तो उनमें से किसी एक को 
स्वयं समान्तरतः स्थानान्तरित करके तथा उसके परिमाण और दिशा को समान रखते हुए इस 
प्रकार लाते हैं कि, दोनों के आदि बिन्दु संपाती हो जायें। 





न्‍-> 
॥>] ८ (ः 
44 ३८ 29“ 2 कई / 
या ्। 0: -> 
9 
पी हर () >े है 


प्‌ मु 
] (9) (ं) 
आकृति 24.4 
उपर्युक्त आकृति 2.4 में & और 9 दो असंरेख-सदिश हैं, जो क्रमशः 0» और ठए द्वारा 
परिमाण और दिशा में निरूपित हैं। उनका योगफल ०+४£, समान्तर चर्तुभुज के विकर्ण ठट्ट 
द्वारा निरूपित होता है। 
हम देखते हैं, कि 68 < ४2, इस प्रकार योगफल 


ठ& तौः बट हे ठ्ट >> हर न 9 २; 
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जो त्रिभुज 080 को तीसरी भुजा ठ८ द्वारा निरूपित है जिसकी दिशा 68 और #टे के क्रम में 
गयी त्रिभुज की तीसरी भुजा के विपरीत है। इस प्रकार हम निम्नलिखित नियम प्राप्त करते हैं। 
यदि दो सदिश 4 और ४ त्रिमुज की क्रम में ली गयी दो भुजाओं द्वारा परिमाण और दिशा 
में निरूषित हो तो उनका योगफल 2+४£ विपरीत क्रम में ली गयी त्रिसुज की तीसरी भुजा द्वारा 
निरूपित होता है। इस परिणाम को सदिशों के योगफल का त्रिभुज-नियम कहते हैं। 
टिप्पणी यदि ४ और ४ दो संरेख सदिश हों तो उनका योगफल 4+9, सदिशों ८ और ४ 
के संरेख एक सदिश है, जिसका परिमाण |४+9। उन दो सदिशों के परिमाणों का योगफल 
होता है, यदि वे अनुदिश होते हैं। परन्तु यदि वे प्रतिदिश हैं, तो ।६+9। का परिमाण 
[-।8॥ या ।8।-।5। होता है, जो क्रमशः |6।>9। या ।6।<।9। पर निर्भर करता है। 
यदि £ एक अशून्य सदिश है, तो - 9, सदिश 9 के समान लम्बाई तथा विपरीत दिशा वाला 
एक सदिश है। अब हम दो सदिशों & और ४ के घटाना ४-४ को परिभाषित करते हैं। 
ब- 9 हे ध +(- ? ) 
अतः 2- वह सदिश हैं, जो यदि 9 में जोड़ा जाता हो, तो सदिश & प्राप्त होता है। 
विशिष्टतः हम पाते हैं, कि 
2 50 70४ 0 | 6-6 485 


2.3.] सदिशों के योगफल का बहुभुज नियम (70877 खंककश तु बवदांध0क ण[[ ९९४०४) 
सदिशों के योगफल की प्रक्रिया को कई सदिशों तक प्रसारित कर सकते है, अतः # सविशों 


24 





खि 
रद 5 


आकृति 2.5 
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8, 42, ०» का योगफल ज्ञात करने के लिए हम 0 को मूल-बिन्दु के रूप में चुनते हैं 
(आकृति 2.5)। 


और ठ&। न ० के 58, ज्> 5) नी थै 2, प्र ट्रक खींचते हें | 


फ्ननां 

तब 
द्रा ० त2 जि पता), गे ठड। न 222 न ब्ब्ब्तीा 2 ८), 
र२039+8.,8 ,+...+ 8, 


5083+/,8 , +...+ 0, , 


प्रा कक 


हि 


08 


87 


इस प्रकार अभीष्ट योगफल ठ&, द्वारा निरूपित है| इस परिणाम को सदिशों के योगफल 
का बहुभुज नियम कहते हैं। 


टिप्पणी: यदि तीन सदिश ४),०2 और ४३७ त्रिभुज की क्रम से ली गयी तीन भुजाओं द्वारा 
निरूपित हो, तो 6+42+०3-0 हम इस परिणाम का व्यापकीकरण # सदिशों तक भी कर 
सकते हैं। जिसके अनुसार “यदि सदिश ८, 42, ४3, ..... «७» एक बहुभुज की क्रम में ली गयी 
# भुजाओं द्वारा निरूपित हों, तो 6 +42+43+... + 4७न 0". 


2.3,2 सदिशों को योगफल का क्रम-विनिमेय नियय (7४6 20#फएदा/6 द्वैक [0/ #/० 
बबध्रा#0ा ० 722०४) 


प्रमेय । यदि ८ और 8 दो सदिश हैं। तो, 


4+$ - #+०, ह 
अर्थात सदिश योगफल क्रम-विनिमेय है। 
उपपत्ति समान्तर चतुर्भुज 807) पर विचार कीजिए। मान लीजिए #छ - ० और झट -8 
(आकृति 2.6), तो त्रिभुज नियम के प्रयोग द्वारा त्रिमुज #80 से #ट - ८+ ४ चूँकि समान्तर 
चतुर्भुज की सम्मुख भुजाएं समान तथा समान्तर है, तब हम पाते हैं, कि &7 - ऐं - & और 
छट-- #छ + ४ पुनः त्रिभुज ॥)0 में त्रिभुज नियम के प्रयोग से हम पाते हैं कि, 
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५ 


७५ 
० 


थी. ने 8 


आकृति 2.6 
5 - ४9 + 92-98 + ८. 

इस प्रकार ४+0 + 2+4 . 
2,3.33 सदिशों के योगफल को लिए साहचर्य नियम (7४6 4580टंंव।/6 [दा/ [0 ॥॥९ 
40#०# ० १०८४००७) हम जानते हैं, कि तीन सदिशों के योगफल ४+9+० का अर्थ 
(४+ 2) और ८ अथवा इसका अर्थ ८ और (४ + ८) का योगफल हो सकता है। जब तक 
ये दोनों सदिश योगफल समान नहीं होते हैं, तव तक 6+£2+०८ स्पष्टतः परिभाषित नहीं है। 
इसके लिए हम निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध करते हैं, 
प्रमेष 2 यदि ४,0 और ८ कोई तीन सदिश हों, तो 

28+(9+८)८(०+2)+८. 
अर्थात सदिश योगफल, साहचर्य नियम का पालन करता है। 
उपपत्ति मान लीजिए कि ८,० और ८ तीनों सदिश क्रमशः 70 ,0४ और एं$ द्वारा 
निरूपित हैं, जैसा कि आकृतिं 2.7 (3) और (9) में प्रदर्शित है। 


(2 ० 


जो 
श्र / के 





कर 
4 
लि जे 
(2 
5 -> 5 
सं [ द+ 9 ले पर व+(हैं+ले) 
(०) (0) 


आकृति 2.7 
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तब ४ +०४ > एुऐ आकृति 2.7 (७) 

तब 5 & ८७: हो आकृति 2.7 (0) . 
अब एके >(6+9)+८_ (आकृति 2.7 (०) 
और ए6+68$- ८+(७+८)< 7$ [आकृति 2.7 (9)] 


अतः (६+9)+८८ ६+(9+८) 


यह परिणाम तीन सदिशों ०, » और ८ के योगफल को ८ + 2? + ८ के रूप में बिना कोष्ठकों 
के प्रयोग किए, लिखने के लिए सार्थक बनाता है। 


2.3.4 सदिश 0 सदिश योगफ़ल को लिए तत्समक' (7#८०- 0 ३8 #४० उंबेशब0 /०- 
बरददां#४ं0ा एु 72९९८०5) 


प्रमेय 3 किसी सदिश ८ के लिए 


त्न्केः 
स्ध, 


४ 


. हि + 0 च्ट 0+ 
अर्थात 0 सदिश योगफल के लिए तत्समक है। 


उपपत्ति मान लीजिए कि सदिश ४,» द्वारा निरूपित है और मान लीजिए कि 0, छछ या 
»» (आकृति 2.8) द्वारा समतुल्यतः निरूपित है । 





&--.-.०......3+3३>> 
न्‍ि छ 
आकृति 2.8 
तब ८+ 05 #छ+ ऐ8 > 2४ - ८ 
और 0+६०48+ 485 8-6 


न्ज 


इसलिए ६+0<0+4->६ 
2,4. एक सदिश का एक अदिश द्वारा गुणन (५णाफ़ांल्‍्थांगा ण॑ 8 ए९टॉग- 99 9 5८थ्वाध) 


मान लीजिए कि ८ एक सदिश और £ एक अदिश है। सदिश ८ का अदिश # द्वारा गुणनफल 
६६ , एक सदिश है, जो सदिश ८ के संरेख तथा परिमाण में ८ के परिमाण का ।&। गुना है, 
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यदि £> 0 जो £6 की विशा सदिश ८ के दिशा के समान होती है, और यदि £<0 तो £४ की 
दिशा ८ के दिशा के विपरीत होती है। ह 

5 - ० का अर्थ है ।॥8॥ >।#6८। 5 |&।८। , 
यदि £<0, तो &6 का परिमाण शून्य है, अतः गुणनफल शून्य है (अर्थात 0 ६-0). 
यदि £--] तो 9, सदिश ८ का ऋण है और इस प्रकार (-]):-- 2 आकृति 2.9 में हम 
सदिश ४ के साथ ही साथ 25 और -22 को निरूपित करते हैं| 


8 





आकृति 2.9 


ध्यान दीजिए कि ठः सदिश ०४, »४8 सदिश 22 और 73 सदिश -26 को निरूपित करते हैं। 
आप यह भी स्मरण कर सकते हैं, कि हम लोगों ने इस संकल्पना का उपयोग इकाई 
सदिश को परिभाषित करने में किया है, जहाँ हम 8 को ८ में ॥८। द्वारा भाग देकर प्राप्त करते 
हैं दूसरे शब्दों में ८ में *कर से गुणा करके 8 प्राप्त करते हैं। तथापि यदि हमें सदिश 0 
दिया गया हो 5 
£0 5 0, जहाँ £ एक अदिश है। 


हम उपर्युक्त परिणामों को, जो एक सदिश में एक अदिश द्वारा गुणन के सम्बन्ध में हैंएक साथ 
निम्नलिखित रूप में लिखते हैं। 
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प्रमेय 4 किसी सदिश ८ और सदिश & के लिए 
() [4 >६ 
(0) (-) ६८ #+- ८ 
() 0६ 50 
और 69५) #0 5०. 
बंटन नियम (फ्८ कंडालो)ए0ए८ 8छ) 


प्रमेय 5 यदि & और & दो सदिश और # और # दो अदिश हों, तो 

0) &+ऋद्व + (+क) 6 

(0) ६#व) +() ८ 

(0) ६(8+0) 5&&+# ४ . 
उपपत्ति 0) मान लीजिए कि सदिश ८, 7 द्वारा निरूपित है, (आकृति 2.0)। मान लीजिए 
८४ और # धनात्मक हैं। 70 को बढ़ाइए और #6।>।ए२। पर विचार कीजिए, ताकि 


[एर-४।96।5%।४। है। ऋ८ पर विचार करने के लिए, हम बिन्दु ? को आदि बिन्दु 
चयनित करते हैं| यदि रब हो तो 


॥ दर + | ्णरि+ एह- 98. 


[98। - ।शर |+। एढ।> ६ ६॥+#॥ ८6 5 (६ + 0) ६।. 





[ह। शा | 4 | 
न >> नननननन न्क्- जज तनमन न नल क 
रि ५ रे छ 
2 ल्थ हक, के 3 को उपर क क कप हो कसा थ रू अब 0 ऋ- 
| 5 | 


आकृति 24.0 


55 की दिशा वही है, जो सदिश ८ की है| इस प्रकार एक सदिश के अदिश गुणनफल की 
परिभाषा के अनुसार ए5$ - (६&+##)० - अतः 


(£+70) ध < #द+काव . 
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यह परिणाम सत्य है, जब £ और # में कोई एक अथवा दोनों ऋणात्मक हैं, क्योंकि -& ६<॥६(-८) : 


0) यह सिद्ध करना सरल है, और हम इसे पाठक के लिए अभ्यास हेतु छोड़ते हैं। 


(7) हम समरूप त्रिभुजों के गुणधर्म का प्रयोग करेंगे, जिसके अनुसार उनकी संगत भुजाएं 
समानुपाती होती हैं । 


मान लीजिए कि & धनात्मक है। आकृति 2.(9) के त्रिभुज ९0९ में सदिशों ८ और ४ के 
योगफल 2+9 की रचना वर्णित है। त्रिभुज 70०४”, त्रिभुज 700 के समरूप है, (आकृति 
2,0) और (०)) और उसकी प्रत्येक भुजा त्रिभुज ?0॥२ की संगत भुजा की & गुनी है, और 
उनके उसी दिशा में समान्तर भी हैं। 





(0</८<]) 


(०) 





(>7) 
(०) (५) 
आकृत्ति 24] 
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इस प्रकार 7'0'- छ, ठए -४४9 और फ़फ-#६(०४+/४) - परन्तु जिभुज ?“0"२” से हम यह 
भी पाते हैं, कि 
एफ? -ए0+ ठए -४०+ ४४ # 
, इसलिए 
एक? _ ॥(६+ ४) +०+ ६0 
जो & धनात्मक के लिए प्रमेय की उपपत्ति है। 


यदि £ ऋणात्मक है, तो हम त्रिभुज 7”(”२” पर विचार करते हैं (आकृति 2.(0))। 
यह त्रिभुज भी 700१ के समरूप है, तथा इसकी प्रत्येक भुजा ९0२ के संगत भुजा की -& गुनी 
है, और उनके समान्तर है परन्तु दिशा में विपरीत है। इस प्रकार परिणाम & ऋणात्मक के लिए 
सिद्ध होता है। 


उदाहरण | यदि समषटभुज ७8०४7 का केन्द्र 0 है, तो सदिशों का योगफल 
58+68+02+670+06&8+ 
ज्ञात कीजिए 


हल ध्यान दीजिए कि समषटभुज का केन्द्र उसके सभी विकर्णों को समद्विभाजित करता है तथा 
वे सभी (विकर्ण) उससे होकर जाते हैं (आकृति 2.2)। 


अतः 
658 --ठ3, 58--55, ठ८<--ठए 
इससे प्राप्त होता है 


582+68+0ट+ठ693+ठ5४5+ ठ्क 

-(08+070)+(08 + 68) + (62 + ठा9 

-0+0+0-0. डर डि 
आकृति 2.2 
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उदाहरण 2 सिद्ध कीजिए कि एक त्रिभुज की दो भुजाओं के मध्य-बिन्दुओं के मिलाने पर प्राप्त द 
रेखा-खण्ड, तीसरी भुजा के समान्तर और उसकी लम्बाई की आधी है। 


हल मान लीजिए कि त्रिभुज »&8८ की भुजाओं ७8 और 20 के मध्य बिन्दु क्रमशः /) और 
8 हैं आकृति 2.3)। और मान लीजिए कि, #ऐ - ०, 2 - | . 
तब 40 नजर और 
ब्रिभुज ॥08 से 

$ऐ +फऐए - #ए 


+-+ ]+> ]+ 
इस प्रकार 98572-ठ' 





पुनः व्रिभुज 80 से 
छट 8-५५ 
फलतः.. 95 न्जर्छिट 5 जुडे | 
आकृति 2.43 


इस प्रकार 08 समान्तर 80 और त्ञ्ु छट. 


उदाहरण 3 दिखाइए कि एक चर्तुभुज के दोनों विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हैं, यदि और 
केवल यदि वह एक समान्तर चर्तुभुज है। ह 
7) 


7 कह 4 | 
42 कर 


न्‍ छ 
आकृति 244 

हल मान लीजिए कि चर्तुभुज &809 के विकर्णों #0 और 79 का प्रतिच्छेदन बिन्दु 0 है 

. आकृति 2.4)। यदि 08-52 और 68-४8 तो »( और 87 दोनों का मध्य-बिन्दु 0 है, 

यदि और केवल यदि छठ --| और 6-5 अर्थात यदि और केवल यदि 98 -9+6 और 
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ट8<८+४ अर्थात यदि और केवल यदि 08 -ट3 | हम यह भी जानते हैं कि एक चर्तुभुज 

समान्तर चतुर्भुज होता है, यदि और केवल यदि उसकी सम्मुख भुजाएं बराबर और समान्तर हों| 
इस प्रकार परिणाम प्राप्त हुआ। 


उदाहरण 4 दर्शाइए कि किसी चर्तुभुज की क्रमागत भुजाओं के मध्य-बिन्चुओं को मिलाने से 
समान्तर चर्तुभुज बनता है । 


हल यदि 7, 0, १ और $ चर्तुभुज &809 की चारों भुजाओं के मध्य बिन्दु हैं (आकृति 
2.5)। & और 0! को मिलाइए। 


अब त्रिभुज ४0 मे, 

ढर-उ2ट 
क्योंकि त्रिभुज की दो भुजाओं के मध्य बिन्दुओं 
को मिलाने वाली रेखा-खण्ड तीसरी भुजा के 
समान्तर तथा आधी होती है | 


इसी प्रकार त्रिभुज 880 में 


22 


१05०९. ए 
अतः 76-४४ , ॥ आकृति 2.5 
इस प्रकार 70२५ एक समान्तर चर्तुभुज है। 


उदाहरण 5 आकृति 2.6 में ७8 का 

मध्य बिन्दु //, (४0 का मध्य बिन्दु |, <_ 
तथा शी का मध्य बिन्दु 0 है। सिद्ध हा 

कीजिए कि, 


0) 6568+68+ठ62+ठ579-6 
() फ्रेट+ 89 - 2 . 
हल (0) आकृति 2.6 में 


58+&४ - 0४9 कं 
/ 


ठ58+छ89 <- 50 हु 


आकृति 2.6 





हा 
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अतः जोड़ने पर 
06&+08 - 209 () 
ध्यान दें, &४ - -3). 

इस प्रकार 
ठ2+ठ9 < 200 (2) 


])) और (2) को जोड़ने पर 
० +08+02८+ ठ5 - 2009 + ठाए) - 20 -6 . (क्यों?) 
(0) पुनः आकृति 2.6 में 


छट2 - 89 + एएं + पट (3) 
370 - &५ + ५ + पा) (4) 


3) और (4) को जोड़ने पर हम पाते हैं कि 
छट+ #&09 - 2णाए.. 
प्रश्नावली 2. 


, यदि &, 8 और ८ तीन संरेख बिन्दु ऐसे हैं, कि &8-८ और 80-४9. तो सदिश «0० ज्ञात 
कीजिए 


. ८ और 8 दो असंरेख सदिश हैं, जिनके आदि बिन्दु एक ही हैं। ८ + 9 द्वारा कौन सा सदिश 
निरूपित है? 

, () यदि ४--), कया यह सत्य है, कि |४।-।8।? 

(0) यदि ।४।-।४।, क्‍या यह सत्य है, कि ४८+४? 

(आम) यदि ॥६-9], क्या यह सत्य है, कि 'ह+ 90९ 

60) #८5०,& और ८ के लिए क्या विकल्प प्रस्तुत करता है ? 

. यदि ८, 9, ८ और ४ चार अशून्‍्य तथा विभिन्‍न सदिश, मूल बिन्दु 0 से क्रमशः चार विन्दुओं 


/, 3, (' और ]) को मिलाने वाले दिष्ट रेखा-खण्डों द्वारा निरूपित हैं, और यदि $-.4-८-०४ 
तो सिद्ध कीजिए कि »#8८7 एक समान्तर चतुर्भुज है। 
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5, मूल बिन्दु से बिन्दुओं ७, 8 और ९ को मिलाने वाले दिष्ट रेखा-खण्डों द्वारा निरूपित सदिश 
क्रमश: 2, $ और 42-3 हैं। #2 और ऐट॑ ज्ञात कीजिए । | 

6. उस प्रतिबंध को बताइए, जिसके अर्न्तगत तीन सदिश ७, £ और ८ एक त्रिभुज की तीन भुजाएं 
बनाते हैं। अन्य सम्भावनाएं क्‍या है? 


7, यदि ८ और 9, दो सविश, समषटभुज की दो संलग्न भुजाओं द्वारा निरूपित हों, तो उसी क्रम 
में ली गयी अन्य भुजाओं द्वारा निरूपित सदिशों को ज्ञात कीजिए। 


24.5 एक बिन्दु का स्थित्ति-सदिश (ए?०ज्नांणा ए९लण' ण॑ 8 एणग) 


>-अक्ष, >-अक्ष और 2-अक्ष की धनात्मक दिशाओं में 7 
इकाई सदिश क्रमशः /, / और #, द्वारा व्यक्त 
किए जाते हैं (आकृति 2.7) | ये परस्पर लम्ब 
तीन इकाई सद्विश / , / और £ सदिश बीजगणित 
और समकोणिक निर्देशांक ज्यामिति के बीच सह- 
सम्बन्ध स्थापित करने में अत्यन्त उपयोगी हैं। 


यदि समकोणित अक्ष युग्म 0४ और 0५ 
के सापेक्ष तल में ? कोई बिन्दु है, तो रेखा-खण्ड 
00 अर्थात 67, बिन्दु ? को अद्वितीयतः निधारित 


करता है, और इसे 7 का स्थिति-सदिश कहते 
हैं। (आकृति 2.8(9)) | आकृति 2.7 


अब हम इस संकल्पना का विस्तार त्रिविमीय अन्तरिक्ष के लिए करते हैं, तथा इसके लिए 
समकोणिक निर्देशांक 0४५2 का चयन करते हैं। अन्तरिक्ष में एक बिन्दु 7 (५, », 2) पर विचार हु 
कीजिए (आकृति 2.8(0))। ठ7 एक सदिश है, जिसका आदि बिन्दु 0 और अन्त्य बिन्दु 
? है। बिन्दु ? के निर्देशांक क्रमित-त्रिक (६, », 2) हैं। 


», », 2 का समतुल्य वर्णन यह भी है, कि वे क्रमशः बिन्दु ? से तलों ४07, %072 और 
>0₹ पर डाले गए लम्बों की लम्बाइयाँ हैं। यह स्पष्ट है, कि बिन्दु ? क्रमित त्रिक (५, », 2) 
द्वारा निश्चित है, जो विलोमतः सत्य है| दिष्ट रेखा-खण्ड 07, जो बिन्दु ? को अद्वितीयत: 
निधारित करता है, त्रिविमीय अन्तरिक्ष में 7 का स्थिति सदिश कहलाता है। 


यह माचना सुविधाजनक है कि अक्षों 05, 0₹ और 02 इस अर्थ में दाहिने हाथ के. 
निकाय हैं, क्योंकि तल में 05 से 0५ की ओर घुमाने पर, या 0५ से 07 की ओर घुमाने या * 
02 से 05 की ओर घुमाने की दिशा घड़ी की सूई की विपरीत दिशा में क्रमशः 05%, 0९४, 07, 
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[2] () 6] 
आकृति 2.88 

के सापेक्ष होती है, जैसा कि आकृति 2.8(0) में दर्शाया गया है। मान लीजिए 7 से तल 

४0९ पर डाले गए लम्ब का पाद #| है (आकृति 2.8(0))| इस प्रकार हम देखते हें कि 

९१ ८-वक्ष के समान्तर है। चूंकि /,/ और $ अक्षों ५», ८ के अनु क्रमशः इकाई सदिश हैं, 

तथा बिन्दु ? की निर्देशाक्षों के परिभाषा के अनुसार ए7-#. इसी प्रकार तु - . और 


56 व्ड र्द्वा हैं अतः: 
>06+ठ9 <्श्ध + ४ 
और # >079-070 +ए7 <्थ्ध + ॥+ ६. 


इस प्रकार बिन्दु 0 से बिन्दु 7, », 2) को मिलाने वाला सदिश प्राप्त होता है, 


ठ69<- ४ + ४ +र्ईश: . 
यह बिन्दु 7७ », 2) का स्थिति सदिश है और इसे 70) द्वारा व्यक्त किया जाता है। 


सदिश #>४+ ##+ ४ की लम्बाई शीघ्रता से दो बार मैथागोरस प्रमेय के प्रयोग से ज्ञात की 
जा सकती है। समकोण त्रिभुज 00», (आकृति 2.8(०)) में हम देखते हैं कि 


[ठ0।< दि ल्ं |ठ ठ्ठ कर 


और समकोण त्रिभुज 077 में 


।ठ४।- किम । पु हिए| > कक 








(2९ 
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इस प्रकार किसी सदिश +>_र्ध +9)+<<£ की लम्बाई निम्नलिखित है। 





[| ८ | र्ख+ औ+ ४६ ८ कक कट: 
सदिशों व >्ब + 29/+ 4३ ५ ह जी +92/+ 0: : के लिए 
द्ू+9 + (व + 0) + (०2 +92)/+ (43 + 23) 
और #िवें + औैवाएँ + 242 / + # 
अग्रत: यदि द्व>व+42+4३८ ८ 0, 
तब | # 42543 5 0. 
2.5.। दो बिन्दुओं को गिलाने से बना सदिश (]/660०/ ०ऐ/४#8 #ै१० #०४४7४) यदि 
४१७,» ०) और 7,(७,)०,००) अन्तरिक्ष में दो बिन्दु हैं (आकृति 2.9), तो 7; से 7, 
तक का सदिश ५७ <70+0४; . चूँकि 0 --ठ% , अतः हम लिख सकते हैं, कि 


2 








है 4 (2८, ४५, <2) 


9(२, ४॥) 2)) 


54 


आकृति 2,9 


जि, कह पड त्छ (४४४ + 9५) + 22) ->(>(+ »+2॥ |) 
से (02-2४ +()४-»)/+(००-४। )६ 


इस प्रकार दो बिन्दुओं ए(७,»,,2०) और 7ए,(७,,»७,22) को मिलाने से बने सदिश की 
लम्बाई 


| ९९, च घ-२)२+(५५-७) + (52-३9) 48 >) रतः (५२ धथ भ र्कः (2५ ल्ज्््) )2 * 
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2.5.2 एक सदिश के घटक (टक्रफूककथा## गढ ५ 

»९८४०४) यदि समकोणिक निर्देशाक्षों 5५ और 0५ 

के सापेक्ष तल में ?(७ ») एक बिन्दु है, (आकृति श्र 
2.20, तो ठ67-+ 39). सदिशों # और »' 

जो क्रमशः ठ6 और ठह द्वारा निरूपित है, को 

सदिश ठए के 05% और 0५ के अनु घटक 


सदिश कहते हैं। चर 


हे 

। ता ७ 
इसी प्रकार यदि 7(७, », 2) त्रि-विमीय आकाश 

में कोई बिन्दु है, तो 67-%+3%+र्शा: 
(आकृति 2.2). सदिशों .र्ध, ४ और ४5, 
जो ठ6 , ठाई और 53, क्रमश: द्वारा निरूपित 
हैं, को सदिश ठ9 का 05%, 0५ और 09 के 
अनु सदिश घटक हैं। साथ ही ७,» और £ 
सदिश ठए के क्रमशः 05%, 0१ और 02 के 


अनु अदिश घटक हैं। 


आकृति 2(.20 


उदाहरण 6 वह सदिश ज्ञात कीजिए, 
जिसका आदि बिन्दु ?(-4, 2) और अन्त बिन्दु 
((0, -4) है। आकृति 2.2] 
हल 7? और 0 के मिलाने से प्राप्त सदिश 

निम्नांकित है। 


90 - (0+ 4) + (-4-2) ) 





+4४-6. 
उदाहरण 7 बिन्दु (3, 2) से बिन्दु 065, 6) की दिशा में इकाई सदिश ज्ञात कीजिए | 
हल 6 - (६-3)/+(6-2)752 + 4. 
ह छठ की दिशा में इकाई सदिश निम्नांकित है। 


86 2+4] _ 6 27 


कि हक जे 3 
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उदाहरण 8 सदिश -.+2/ की दिशा में 5 परिमाण वाले सदिश को ज्ञात कीजिए | 


हल हम सदिश 6>-/+2/ की दिशा में एक सदिश चाहते हैं| अभीष्ट सदिश निम्नलिखित 
है| - 


क्‍ डे (फत | ग् 486+७ 
उदाहरण 9 दो बिन्दुओं 7(७,»,) और 0(७, ७५) की मिलाने वाले सदिश को ज्ञात कीजिए, 
तथा इसके घटकों को भी ज्ञात कीजिए | 
हल ध्यान दीजिए 
ठ -.+39,/ और ठेठे -७/+)५/ , जहाँ 0 मूल-बिन्दु है। 
परन्तु ठ7+ 76 - 56 . इसलिए 
ए6-06-ठ 
(७१ 3५/)-(+ 30)) 
(22-53) + (9५ -))४ * 
अबः 6 के >-अक्ष और >-अक्ष के दिशा में घटक (७, -&)# और (७, -3») /, क्रमशः हैं। 
उदाहरण 0 यदि ४-४#+४») और $-५/+9,) अशून्य सदिश हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 
वे समान्तर होंगे, यदि और केवल यदि #॥99-४2५ 50 | 
हल स्मरण कीजिए कि ;, $ के समान्तर है, यदि और केवल यदि एक अशून्य अदिश £ का 
ऐसा अस्तित्व हो ताकि ४-६०, अर्थात यदि और केवल यदि 


छ | नाटआ 2 7 नजर रा (्‌ ॥) कि नै १2 है ) 9 


या (0-५) + (४० -७०)/ 50, 
जिससे प्राप्त होता है, & -#9/ 5७05८४५ -#०८, 
प्रा _ 
८-८2. 
या न 


अतः & और 5 समान्‍्तर हैं, यदि और केवल यदि #9५-४२५ ८० . 
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उदाहरण ] सदिशों 6-2/+47-5६ और $-/+2)+3/£ के योगफल के सामान्तर 
इकाई सदिश ज्ञात कीजिए | ह 
हल दिए सदिशों का योगफल निम्नांकित है। 


हे ल्वे+95(2/+4/-56)+ (४ +2/+36)-३+6)- 2६ 
और |#-।$+6)-2:- 3१ +6? +(-2)* -7. 
अतः # के समान्तर इकाई निम्नांकित है, 


हा 

है घयय +४ 
उदाहरण 2 तीन सदिशों के परिमाण 6, 2४ और 38 हैं, और वे सभी एक बिन्दु पर मिलते 
हैं। उनकी दिशाएं क्रमशः एक घन के तीन संलग्न फलकों के विकर्णों की दिशा में है। उनके 
परिणामों का परिमाण ज्ञात कीजिए। 
हल मान लीजिए कि 58, ठ और 69 घन 
के तीन संलग्न फलकों क्रमशः 0430, 00008 
और 057» के विकर्ण हैं (आकृति 2.22)। मान 
लीजिए कि /, / और #£ 02, 00, 07 के अनु 
क्रमशः: इकाई सदिश हैं | मान लीजिए कि .घन की 
एक भुजा की लम्बाई & है। इस प्रकार 


ठ58-ठ8 +>8 - 58 + 02-४6 + )) 





अतः ॥68|- २28 . 


इसी प्रकार ठ9 के अनु इकाई सदिश ठप --22-- 7. 


॥68।| . ४2 


और ठ9 के अनु इकाई सदिश 59 कर 
ठ के अनु इकाई 7 _ £+ई 
0४ के अनु इकाई सदिश 6#- क्र 

2) 
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इसलिए ठएई >207/2 ठह--220०77० और ठ#--2 779 
४2 ४2 2 


इस प्रकार सदिशों ठछठु, ठई और ठ का परिमाण रे निम्नांकित है। 


ब(+ ))+24(7+£)+34(£+/) : 
2 


20 5.“ 28 02% 
र2 रब? ४2/' 


परिणामी का परिमाण निम्नांकित है। 


रे गा 46 ष 36 प 5 ष __ 
7२ [८ बज | कर! ख्उतध , 


रे >ठछ् + ठऐ9 + 68 < 


प्रश्नावली 2.2 
]. यदि [5-3 और -4<8<[, तो |&८। के विषय में आप क्‍या कह सकते है? 
2. . +/+£। का मान ज्ञात कीजिए | 
3. सदिश 4-८2/+3)+6/# की दिशा में इकाई सदिश ज्ञात कीजिए । 
4. यदि 7 -(2,4,7) और 9, 5(-4,-,5), तो ७०, और ।79४,। ज्ञात कीजिए। 
5. उस सदिश को ज्ञात कीजिए जिसका आदि बिन्दु ९(6,-2) और अंत्य बिन्दु 0(4,8) है। 
6. सदिश -/+27+2# की दिशा में वह सदिश ज्ञात कीजिए, जिसका परिमाण 7 है। 


7. बिन्दु ९, 2) से 0८4, 5) की ओर वाले सदिश की दिशा में इकाई सदिश ज्ञात कीजिए। 


8. बिन्दु 7(, 2, 3) से बिन्दु 0(4, 5, 6) की दिशा में व्यक्त सदिश की दिशा में इकाई सदिश ज्ञात 
कीजिए | 


9. वह प्रतिबन्ध ज्ञात कीजिए, जिसके अन्तर्गत सदिश ४-४. 3) और ४-4/+//, (£*0) 
समान्तर हैं। 


0. वह प्रतिबन्ध ज्ञात कीजिए, ताकि सदिश ४-##+/) और $-॥/+/8, (४,7 0) समान्तर हों। 
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2.6 एक रेखा-खण्ड का दिए अनुपात में विभाजन (वर्ग विभाजन सूत्र) [)शंकाए 4 
[6 5020श0ा[ जा 3 (श्सा रित्वा० (8९९८ाणा 7णञा]9)] 

मान लीजिए कि ? और 0 दो बिन्दु है, जिनके स्थिति सदिश मूल बिन्दु 0 के सापेक्ष क्रमशः 
ठ#$ और 56 हैं। मान लीजिए कि [२ वह बिन्दु है, जो एठ को इस प्रकार विभक्त करता है, 
कि )6ए -|२० , जहाँ 9. और |; धनात्मक अदिश हैं (आकृति 2.23)| इस स्थिति में हम 
कहते हैं, कि बिन्दु ? सदिश 76 को अन्ततः % : | के अनुपात में बाँटता है। अतः हम पाते 
हैं कि 

एर _ 


छत ७' 


है ) 
जिससे हम पाते हैं कि शिरे ८ हक 35 





उुर _ 2 उठ 
इस प्रकार ४९८ बार ; 
यदि सदिशों ठ9 और ठठ को क्रमशः ८ और आकृति 2.23 
| द्वारा निरूपित किया जाय, तो 

उठ __) 2_: 

श्र न 4). 
. इसलिए त्रिभुज 09४ से हम पाते हैं, कि _ 


ठरे 5 ठ57+ एए 





न 
क्््ध्धनः 


) न्नके न्न्कि 
बा (8-०) . 


2 
औ०+ | 





र८++-77-(9-थ) 


_ (0+|)०+).(9- ८) 
५ 2 [५ 


_|4+) 2 
|. )+]६ 
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अतः बिन्दु ॥ जो ए और 0 को अन्ततः » :| के अनुपात में बॉटता है, का स्थिति सदिश 
निम्नलिखित है, 


ता हि ). 2? + 2 
र् १५ + [॥ 





विशिष्ट स्थिति के रूप में रेखा-खण्ड ९0 के मध्य-बिन्दु का स्थिति सदिश उपर्युक्त परिणाम 
में ॥ - [६ ८! रखकर प्राप्त किया जा सकता है। इस प्रकार 70 के मध्य-बिन्दु का स्थिति 


सदिश 





०+ 2 
न है। 
यह पाठकों द्वारा सत्यापन के लिए छोड़ दिया जाता है कि बिन्दु [९, जो रेखा-खण्ड को बाहयत 
» : ॥ के अनुपात में बाँटता है, का सदिश निम्नलिखित है। 
१0 - ० 
)- [६ 

उदाहरण 3 बिन्दु का स्थिति-सदिश ज्ञात कीजिए, जो बिन्दुओं (3४-2४) और . 
(0(४+४) को मिलाने वाली रेखा-खण्ड को 2: में 6) अन्ततः और (॥) बाहयतः बाँठता है। 


हल (0) 7? और 0 को मिलाने वाली रेखा-खण्ड को अन्ततः 2: के अनुपात में बाँटने वाले 
बिन्दु ९ की अभीष्ट स्थिति सदिश 


2(7+9)+(32-29) अर्थात, 5. है। 
3 3 
(४) अनुपात में बाहयतः विभकत करने वाले बिन्दु का 
स्थिति सदिश ज्णर  ण , अर्थात, 48-82 है। 


उदाहरण 4 सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज की माध्यिकाएं संगामी होती हैं, तथा संगमन बिन्दु 
प्रत्येक माध्यिका को 2:] के अनुपात में बाँटता है। 

हल मान लीजिए कि बिन्दुओं &, 8 और 0 के स्थिति-सदिश मूल-बिन्दु 0 (कोई) के सापेक्ष 
०, 2 और ८ हैं (आकृति 2.24)। मान लीजिए कि तीनों भुजाओं के मध्य बिन्दु आकृति के 


अनुसार 0, & और 7 हैं। अत: 70 का स्थिति सदिश पा हैं| 
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बिन्दु 0, जो »0 को 2: के अनुपात में बॉटता है, का 
स्थिति सदिश 

-2+2 

2+] 

इसी प्रकार हम देख सकते हैं, कि माध्यिकाओं 

छछ5 और (7 को 2: के अनुपात में बॉटने वाले हे 

बिन्दुओं का स्थिति सदिश 


रे 


03 + 


नः न्ज त्> ते 
2 अर्थात, 472+८ है 
थे 3 








प्यार , ही प्राप्त होता है| 
इस प्रकार ये सभी बिन्दु 5 के संपाती हैं। इस प्रकार आकृति 2(.24 
अभीष्ट सिद्ध होता है। 
बिन्दु ७ को त्रिभुज &80 का केन्द्रक कहते हैं। 
उदाहरण 45 यदि त्रिभुज ७80 की माध्यिकाओं का प्रतिच्छेदन बिन्दु 0 है, तो सिद्ध कीजिए 
कि, 88 +68 + 62-80. 
हल त्रिभुज &30 की माध्यिकाएं छार, 08 और ४7' 
बिन्चु ७ पर प्रतिच्छेदित करती हैं। बिन्दु 0 प्रत्येक 
माध्यिका को 2: | में विभाजित करता है (आकृति 2.25)। 
समान्तर चर्तुभुज (0०८7 बनाइए। तब ए२ - 70 < 
॥। ] ५ राामनुपद 08 वि 4 
ठिी 5 उ90०. इस प्रकार 68--07 | चूँकि 


ठई + 02 - ठए , इसलिए हम पाते हैं, कि 


कक क--+ क+ न जज पु 





प्रश्नावली 2.3 


. बिन्दुओं ए(2८+४७) और 0(४-39) को मिलाने वाली रेखा-खण्ड को :2 के अनुपात में. 
बॉटने वाले बिन्दु ॥? का स्थिति सदिश ज्ञात कीजिए | यह भी दिखाइए कि 7, रेखा-खण्ड 0१0 
का मध्य-बिन्दु है। 


2. यदि त्रिभुज &80 का केन्द्रक 5 है, तो सिद्ध कीजिए कि, 
68+68+ 6८-09. 
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3. दिखाइए कि किसी चर्तुभुज की सम्मुख भुजाओं के मध्य-बिन्दुओं को मिलाने वाली रेखा--खण्ड 
परस्पर समद्विभाजित करते हैं। 


4, यदि त्रिभुज ४80 के भुजाओं के मध्य-बिन्दु 0, छ और 7 हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 


080+08+00-00+08+09, 
जहाँ 0 एक कोई स्वेच्छ बिन्दु है। 
5. एक बिन्दु 7, रेखा-खण्ड ७8 को 2: के अनुपात में बॉँटता है। » के ऐसे मान ज्ञात कीजिए, 
: जिनके लिए, 
(४) ? बिन्दु &8 के बीच कहीं स्थित हो, और 
(0) 8 के अपेक्षा & के निकट हो 
(0) # के अपेक्षा 8 के निकट हो 
(9) ?, ४8 के बाहर स्थित है, तथा 
(0) 8 के अपेक्षा & के निकट है 
(४) & के अपेक्षा 8 के निकट है 


6. बिन्दुओं (4, 2), 8(,-2) और ((-2, 6) से बने त्रिभुज की माध्यिकाओं की लम्बाई सदिश-विधि 
से ज्ञात कीजिए | 


7, वशाईए (2, 6, 3), 8(।, 2, 7) और ((3, 0, -) तीनों बिन्दु संरेख हैं। 

8. दशाईए कि सदिश 6८#-4)-46, 8-2/-)+£ और ८-/-3)-5#% एक समकोण 
त्रिभुज की भुजाएं हैं। 

2.7 सदिशों के रैखिक संयोग (,त९क्षा' (०प्राएशवांता ०0 ४९८०8) 

हम पढ़ चुके हैं, कि दो सदिश संरेख (समान्तर) होते हैं, यदि उनकी दिशाएं समान अथवा 


विपरीत हैं, उनके परिमाण कुछ भी हो सकते हैं। इसलिए यदि &, एक सदिश & के संरेख है, 
तो एक अदिश ७ का अस्तित्व अवश्य इस प्रकार का होता है, कि. 


>> 


9-०६. () 
दूसरे शब्दों में 8, सदिश & का अदिश गुणज (५प४७०) है। समानतः 6 को कहा जा 
सकता है, कि ७, सदिश ४ का अदिश गुणज है। 
अब हम देखते हैं कि कैसे एक सदिश ८, जो दो सदिशों ८ और 9 के समतलीय 
(००४/४५) है, को & और ४ के रैखिक संयोग के रूप में व्यक्त किया जा सकता है। मान 
लीजिए कि दो असंरेख सदिशों £ और ४ के समतलीय ८ एक सदिश है। 
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यदि सदिशों ८, 9 और ८ के प्रारम्भिक 
बिन्दु विभिन्‍न हैं, तो हम सदिशों को स्थानान्तरित 
करके उनके प्रारम्भिक बिन्दुओं को 0 पर लाते हैं 
(आकृति 2.26)। 00 को विकर्ण रखने वाले 
समानन्‍्तर चर्तुभुज 0«'८७/ को पूरा कीजिए। इस हि 
प्रकार हम पाते हैं, कि 


( 





आकृति 2.26 


ठ7?- ०४, जहाँ ७ एक अदिश है। 
और 58“ - 8 ४ ,जहाँ $ एक अदिश है। दर 
चूँकि 5५” और ठ9* क्रमशः 58 और ठ8 , के संरेख हैं। अत: अब 
ठ2-ठ6/7+ठ9', 

इस प्रकार 6-0७८+३30४ . (2) 

सदिश ८ को सदिशों & और & का रैखिक संयोग कहते हैं । 

उपर्युक्त परिणाम को अन्तरिक्ष में सदिशों के लिए निम्नांकित की भाँति प्रसारित कर सकते 
हैं। 

में ९ 7 

अन्तरिक्ष में स्थित किसी सदिश 8, हक | 
को तीन असमतलीय (र०णा-००़ञॉभाल) 
सदिशों के रैखिक संयोग के रूप में 
प्रकट कर सकते हैं। मान लीजिए कि 
०, 9 और ८ तीन असमतलीय सदिश है दर गम 
हैं। और मान लीजिए कि » अन्तरिक्ष में > 

आकृति 2.27 

कोई अन्य सदिश है| बिना व्यापकता को 
हानि पहुँचाए, सदिशों ८, 8, ८ और # के प्रारम्भिक बिन्दुओं को बिन्दु 0 पर मान सकते 
हैं। मान लीजिए कि ये क्रमशः ठ#, ठछ्ठ, ठ८ और ठह द्वारा व्यक्त होते हैं। 67 को 
विकर्ण रखने वाले समान्तर पट फलकों (ग््गाध०्एवव) 08'2स्‍8' &,/0' 87? (आकृति 
2.27) को पूरा कीजिए। मान लीजिए कि 6577-०४, 09-89 और ठ2-)% ८. 


अब ठट 5 5#?+ ठ8' - ७ ०+ 8 
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और ठ-ठटा+ट?<-02ट.+6टं, 
अत: प्राप्त होता है, कि #+>(७ ०+37)+%८ 
अर्थात +50००+३9+%८. (3) 
इस प्रकार सदिश +, सदिशों 2, 2 और ८ का एकरैखिक संयोग है। परिणाम (2) में 
सदिश ८ का ८ और ४ के अनु घटक क्रमशः ८६ , 99 हैं। और (3) में + के ६, » और 
८ के अनुघटक क्रमशः ०८ , 98 और )& हैं। 
ध्यान दीजिए कि एक सदिश, जो सदिशों & और & के समतलीय नहीं है, को ८ और 
४ के रैखिक संयोग के रूप में नहीं व्यक्त कर सकते हैं। 
उदाहरण 6 सदिश ८ ,और & असंरेख हैं | के किस मान के लिए सदिश ८-(-2)2+ | 
और ४>(3+2.04-28 संरेख हैं ? 
हल संरेखता की परिभाषा के अनुसार सदिश ८ और ४ संरेख हैं, यदि और केवल यदि, एक 
* संख्या इस प्रकार है, कि 6-92, अर्थात, 
(3+2202- 28 -५(७- 2)4+ |]. 
चूँकि ८ और 9 असंरेख है, अतः समता (800५9) 
[8+220-0(४-2)]8-(2+2)9 5 0 , 
जो निम्नलिखित समीकरण-निकाय 
3+2%-2/(%४-2)50, 2+950, के समतुल्य है। 


इस प्रकार &८ ही +८-2, 


अतः सदिश ८ और ४ संरेख हैं यदि और केवल यदि >> तर | 
इस स्थिति में सदिश 


्ज 


- 03 कि 2 ह ज 
छ्छ 579, ४74 28 है। 
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उदाहरण ॥7 तीन अशून्य सदिश 9, 4 और +, जोड़े-वार असंरेख हैं। सदिश 9 + 4 
सदिश +, के संरेख है, और सदिश 4 + + सदिश # के संरेख है। सदिशों 9, 4 और 
का योगफल ज्ञात कीजिए | । 
हल चूँकि 7 + 4, सदिश + के संरेख हैं, और 4 + ), सदिश 7 के संरेख हैं। अतः हम 
पाते हैं कि 


ह 


8 + 45): () 
4 ++ >॥४, रा (2) 
जहाँ », |॥ अदिश हैं। () और (2) से हम पाते हैं, कि 
)+++ ८ ]9+ )? 
या (0+0/-(॥+/9-0. (3) 


चूँकि 9 और + असंरेख हैं, अतः (3) से हम पाते हैं, कि )+-0 और |॥+-0 
अर्थात 9 ८- और ||--] है » -- (]) में रखने पर या | -, (2) में रखने पर हम 


पाते हैं कि 9 + 4 5-; या #+4+)-0. 


प्रश्नावली 2,4 
3. दर्शाइए कि बिन्दु जिनके स्थिति सदिश 
2/+6]+3#%, /+2)+7/£ और 3/+0)-६£ संरेख हैं| 


2, यदि »2+)2--००+१२०, जहाँ ८ और 8 असंरेख हैं, तो सिद्ध कीजिए कि, 52 और 
»॥ 7 3३ 


3. यदि ५४०+9)/0+2८-०००+)22+ ४22०० और 4, # और ८ असमतलीय सदिश हैं, तो सिद्ध 
कीजिए कि & ८5४2, ॥ 59३ और 25४०. 


4. सिद्ध कीजिए कि तीन सदिशों ५, ) और ५ को समतलीय होने के लिए आवश्यक और पर्याप्त 
प्रतिबन्ध है कि अदिशों ॥ #%, # का ऐसा अस्तित्व मिले जो सभी एक साथ शून्य न हों, और 


न्त न हल जर् 


[6+का9+# ८50: है ः 
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5, 


सिद्ध कीजिए कि तीन बिन्दु जिनके स्थिति सदिश /, 4 और 2 हैं संरेख होंगे यदि और केवल 
यदि तीन अदिश ॥ #%, # सभी एक साथ शून्य नहीं हो तथा ऐसे हों कि 

| +# +8 70, तथा /+क+#0. 

दर्शाइए कि चार बिन्दु &, 8, ० और 7) जिनके स्थिति सदिश क्रमश: ४, 2, ८ और ४ हैं, 
समतलीय होंगे यदि और केवल यदि 32-2 8+ ८-2४ - 0. 


सिद्ध कीजिए कि चार बिन्दु जिनके स्थिति सदिश 6, 9, ८ और ४ है, समतलीय होंगे यदि 
चार अदिश 7, % # और », सभी एक साथ शून्य नहीं हों तथा ऐसे हों कि 


[4+ 8 9+8 0+7 ६-0, साथ ही [+#+क+ 750. 

अध्याय 2। पर विविध 'प्रश्नावली 
यदि ४-/+2), /--27+) और ॥/-4/+3) . तो अदिशों ८ और ७ का ऐसा मान ज्ञात 
कीजिए, ताकि ॥/-६४+४9 
सिद्ध कीजिए कि यदि ४>##+४)) और ४-०»/+»,) अशून्‍्य सदिश हों साथ ही 
४##:9 जहाँ £ कोई अदिश है, और ५ -#//+४५) कोई अन्य सदिश हैं, तो & और 
9 दो ऐसे अदिशों का अस्तित्व है ताकि ॥ >4४ + 89. 
» के ऐसे मान ज्ञात कीजिए, ताकि »(+ +£) इकाई सदिश हो । 
यदि एक त्रिभुज के शीर्षों के स्थिति सदिश ७/#+०,/+०३४, 0/+०, +४€ , 


८४+८०/+०३६, हों, तो इनकी भुजाओं द्वारा प्राप्त सदिश क्या हैं? इन सदिशों की लम्बाई 
ज्ञात कीजिए | 


सिद्ध कीजिए कि तीन बिन्दु &(0,-2,-8), 865, 0, -2) और 0(॥, 3, 7) संरेख हैं, 
और उस अनुपात को ज्ञात कीजिए, जिसमें 8 बिन्दु »0 को विभाजित करता है। 

सिद्ध कीजिए कि बिन्दु $ - ),4/ -3)+ ६ और 2/ -47+ 5६ एक समकोण 
त्रिभुज के शीर्ष हैं। 


मूल बिन्दु 0 से उस त्रिभुज के केन्द्रक को मिलाने वाला सदिश ज्ञात कीजिए जिसके शीर्ष 
(0,-, 2), (2,,3) और (-,2,-]) हैं। 


0, 


[. 


3, 


]4. 
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बिन्दु 0, 8, # किसी त्रिभुज 8९, (७, 88 की भुजाओं को क्रमशः | : 4, 3 :2 और 
3:7, में विभाजित करते हैं | दिखाइए कि सदिशों 78, छझ और टा# का योगफल टाई 
के समान्तर है, जहाँ (, &8 को [:3 में विभाजित करता है। 


दर्शाइए कि सदिश ८, 8, ८ जो निन्‍्नांकित द्वारा निर्धारित हैं, 


असमतलीय हैं। सदिश 6-27-7-3४& को सदिशों ८, 9, ८. के रैखिक संयोग के 
रूप में व्यक्त कीजिए | 

बिन्दु ए और छ, एक समान्तर चर्तुभुज 88८0 की भुजाओं 8९! और (० पर इस प्रकार 
लिए गए हैं कि 

[छए। : ।एटे। - |, ।9॥। : ।एटे। -9, 

रेखाएं 70 और ४8, 0 पर प्रतिच्छेदन करती हैं। अनुपात ।एठ।:।ठाए। ज्ञात कीजिए | 
/, / तल में स्थित एक बिन्दु समान चाल से 2 सेकण्ड में एक वृत बनाता है। यदि, 
केन्द्र के सापेक्ष उसके प्रारम्भिक स्थिति का सदिश ; हो, और घूर्णन ; से 9 की ओर हो, 


तो , 3, 5, 7 सेकण्डों के पश्चात बिन्दु की स्थितियों का सदिश ज्ञात कीजिए। साथ ही 
[%8 सेकण्ड और 4४ सेकण्ड के पश्चात वाली स्थिति का भी सदिश ज्ञात कीजिए। 


. यदि ८ और ४ असंरेख सदिश हैं और #-(४+49)2+(2:+ »+)8 और 


4<(/-2.+2)2+(2%ऋ-3/-])8 हैं, तो » और » ज्ञात कीजिए, जब 39-24. 
सिद्ध कीजिए कि सदिश 6-३४#+)-2#, 9--+37+465, और ८-4-2/-6# 
एक त्रिभुज की भुजाएं बनाते हैं। त्रिभुज के माध्यिकाओं की लम्बाई ज्ञात कीजिए। 
त्रिभुज ४30 के शीर्षों &, 8, ८ के स्थिति सदिश क्रमशः ०, 2, ८ मूल बिन्दु 0 के सापेक्ष 
है तथा जहाँ कोण #& का अर्द्धक 80 से मिलता है, तो दर्शाइये कि बिन्दु 9 का सदिश 


है - 2+%८ 


हु२ जहाँ 85 ।८-०॥ १८ |6-४. 
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अतः त्रिभुज के अन्तः केन्द्र । (त्रिभुज के कोणों के अर्द्धको के संगमन बिन्दु) का स्थिति 
सदिश 


न्जाः 


ठा-९८४९९०+४८ का निगमन कीजिए 
0०.+3+ 


जहाँ. ७८४-८।. 


एतिहासिक टिप्पणी 


सदिश शब्द लैटिन शब्द से व्युत्पन्न है। जिसका अर्थ “ले जाना है”| सदिश विश्लेषण 
विषय उनन्‍नीसवीं शताब्दी के उत्तरार्द्ध में अमेरीकी भौतिकी विद और गणितज्ञ जोशियाह 
विल्लार्ड गिब्बूस (839-903 ई०) और अंग्रेज इन्जीनियर ओलिवर हैवी साइड (850- 
925 ई०) के स्वतन्त्र रूप से किए कार्यो द्वारा विकसित हुआ | तथापि अनेक विचारों 
का इसके पूर्व ही आयरिश गणितज्ञ विलियम रोवेन हैमिल्टन ([805-865 ई०), स्काटिश 
भौतिक विद एच जी ग्रासमैन (809-877 ई०) द्वारा समावेश किया गया है| हैमिल्टन 
प्रथम व्यक्ति हैं, जिन्होंने अदिश (5०४०) और सदिश (५४८८०) पदों की भूमिका विए | 
सन 844 ई० में ग्रासमैन ने अपने कार्यों का प्रकाशन पाश्क्व& ४080&ग्राप्रा25९77७ में 
'कराया और 883 में हैमिल्टन के भाषण-माला (86768 ॥ ,8८0ए7७४) (१४४८७०॥४०॥$ प्रकाश 
में आई। हैमिल्टन की “70000 ० वृष४थ्यं०॥$” त्रिविमीय सदिशों के गुणन सम्बन्धी 
प्रश्नों का हल है। मैक्सवैल ने हैमिल्टन के विचारों का इलैक्ट्रो-मैगनेटिक थ्योरी 
(विद्युत-चुम्बकीय सिद्धान्त) के अध्ययन में कुछ प्रयोग किया है। 


सन्‌ 88। और 884 में गिब्बस्‌ ने सदिश विश्लेषण के तत्व (लाोग्गाला: ण पढलठः 
+॥2/५9४७) शीर्षक धारी एक पत्रक प्रकाशित किया। यह पुस्तक सदिशों के सम्बन्ध में 
एक क्रमबद्ध और संक्षिप्त विवरण प्रस्तुत करती है। तथापि सदिशों के अनुप्रयोगों के 
प्रदशन का अधिकांश श्रेय हैवीसाइड और पी०्जी० टैट (83-90] ई०) को प्राप्त है। 
श्री पीण्जी० टैट [?,6. १४] हेमिल्टन के शिष्य थे जिन्होंने इस विषय के विकास में 
महत्वपूर्ण भूमिका निभायी। 


भाग ग (अध्याय 22 - 24) 
गैर-विज्ञान के विद्यार्थियों के लिए 


स्टॉक, 
शेयर तथा 
ऋणपत्र __ ध्याय १) 
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22. भूमिका . 


जब कभी एक नये व्यावसायिक उद्यम, जिसमें एक बड़ी धनराशि का निवेश करना होता है, की 
योजना बनाई जाती है, तो उसमें पहली बात जो ध्यान में रखी जाती है वह यह है कि कितनी 
धनराशि की आवश्यकता होगी तथा साथ ही यह धन कहाँ से आयेगा तथा इसकी व्यवस्था कैसे 
की जायेगी। यह सत्य है कि इच्छित धनराशि तथा परियोजना के लिये कौशल्य जुटाना एक या 
दो व्यक्तियों के वश की बात नहीं है| ऐसी परिस्थिति में कुछ इच्छुक व्यक्ति एक साथ मिलकर 
समूह में एक कम्पनी बनाते हैं जिसे संयुक्त स्टाक कम्पनी (7०४ 8०८०६ ८०४८०) कहते हैं | 
कम्पनी ऐक्ट के अनुसार यह कम्पनी पंजीकृत होती है। वे लोग जो मिलकर इस कम्पनी की 
रचना करते हैं उन्हें प्र्वत्क (7/०४०४४/) कहा जाता है। कम्पनी का एक संविधान होता है 
जिसमें इसका उद्देश्य, कार्यक्षेत्र तथा जनता से धनराशि एकत्र करने की विधि मुख्य रूप से 
अंकित रहती है। कम्पनी चलाने के लिए कुल आवश्यक धनराशि को इसकी एूँणी (८४/॥6४) 
कहते हैं तथा इसे जनता से निम्नलिखित विधि से प्राप्त किया जाता है। 


कम्पनी के प्रर्व॑तक पूरी योजना की एक नियमावली निकालते हैं जिसमें योजना का उद्देश्य, 
सबलता तथा सम्भावित खतरे का विस्तारपूर्वक विवेचन रहता है। इसे जनता के बीच वितरित 
करते हुए उन्हें आंमत्रित किया जाता है तथा कम्पनी में सहभागी होने के लिए धनराशि लगाने 
हेतु अनुरोध किया जाता है। प्रायः कम्पनी की पूंजी को सुविधाजनक समान मूल्य की इकाइयों 
में विभकत किया जाता है जिसे शेयर (६४४/८) कहते हैं तथा प्रत्येक व्यक्ति जो कम्पनी के एक 
या अधिक शेयर खरीदता है, इसका शेयरधारक(५$॥४८/८४०/६८/) कहलाता है | प्रत्येक शेयरधारक 
को कम्पनी शेयर उमाण-पत्र ($॥6/०-०९४४४४८६४०) निर्गत करती है, जिसमें शेयर की संख्या, 
जिसे शेयरधारक ने क्रय किया है, लिखी रहती है। जब कम्पनी अपनी योजना में उल्लिखित 
उत्पाद का उत्पादन करना प्रारम्भ कर देती है तथा उसका बाजार में विक्रय प्रारम्भ कर देती है 
तो कम्पनी को उस पर लाभ प्रारम्भ होने लगता है। कार्य में आनेवाले खर्च, कर, ऋण पर ब्याज, 
यदि कोई हो, और लाभ के कुछ निश्चित भाग को एक सुरक्षित खाते में रखना ताकि योजना 
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का भविष्य में विकास किया जा सके, तथा आकस्मिक आवश्यकता की पूर्ति हो सके, इसके बाद 
भी यदि लाभ की राशि बचती है तो उसे शेयरधारकों में शेयरों की संख्या के अनुपात में वितरित 
कर दिया जाता है, जिसे लाभाश (77४४०४०) कहते हैं। इसकी घोषणा, वार्षिक, अर्धवार्षिक 
अथवा त्रैमासिक, जैसा कम्पनी की नियमावली में उल्लिखित रहता है, की जाती है | किसी शेयर 
पर लाभांश अंकित मूल्य के निश्चित-प्रतिशत्त में व्यक्त किया जाता है जो शेयर प्रमाण-पत्र में 
अंकित रहता है। कभी कभी यह राशि प्रति शेयर भी व्यक्त की जाती है| उदाहरण के लिए हम 
यह कह सकते हैं कि लाभांश प्रति शेयर अंकित मूल्य का 0% या .50 रु. प्रति शेयर है | 
22.2 शेयर के प्रकार 
सामान्यतः शेयर के दो प्रकार होते हैं। 

0) वरीयता प्राप्त शेयर (#शल्य&१ डक्ा८३) 

(9) सामान्य या साधारण शेयर (00रशाणा णः एक शीभ्र०४) 
इन्हें हम एक एक करके स्पष्ट करेंगे | 
() वरीयता प्राप्त शेयर: ये शेयर सामान्य शेयर से अधिक लाभकारी होते हैं क्योंकि इन 
शेयरधारकों का यह अनुबन्ध होता है कि शेयरधारकों को लाभांश का एक निश्चित प्रतिशत 
वितरित करने के पश्चात ही, सामान्य शेयरधारकों को लाभांश मिलेगा। कभी कभी कम्पनी को 
अपना खर्च, कर, आदि दे देने के पश्चात इतना भी लाभ नहीं होता है कि वह वरीयता प्राप्त 


शेयरधारकों को कुछ भी लाभांश दे सके | इस स्थिति में वरीयता प्राप्त शेयरधारक को कोई भी 
लाभांश नहीं मिल पाता। 


(0) सामान्य या साधारण शेयर: इन शेयरधारकों को कोई विशेष अधिकार नहीं मिलता है। ऐसे 
शेयरधारकों को त्तमी कोई लाभांश मिलता है जब सारे वरीयता प्राप्त शेयर धारक अपना लाभांश 
प्राप्त कर चुके होते हैं| लाभांश की दर भी कभी निश्चित नहीं रहती है और प्रत्येक वर्ष लाभ के 
अनुसार बदलती रहती है | 


22.3 शेयर का अंकित मूल्य और बाजार मूल्य 


वह मूल्य, जिस पर कम्पनी ने प्रारम्भ में अपने शेयरधारकों को शेयर वितरित किये हैं, शेयर का 
आंकित मूल्य (7६८० ४६/४८) कहलाता है। (यह शेयर का नामांकित (४०आऑंओवा) या सम मूल्य 
(7०/ ४व४०) भी कहलाता है) | वास्तव में यह वह मूल्य है, जो कम्पनी द्वारा शेयरधारकों को विये 
गये शेयर प्रमाण पत्र में अंकित होता है। 


दूसरी वस्तुओं की तरह ही शेयर भी बाजार में खरीदे या बेचे जाते हैं। शेयर का वह मूल्य 
जिस पर वह बाजार में खरीदा या बेचा जाता है, वह उसका बाजार यूल्य (॥6४७ एदां४८) 
कहलाता है| किसी भी शेयर का बाजार मूल्य उसकी मांग तथा आपूर्ति के साथ बदलता रहता है। 
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यदि किसी शेयर का बाजार मूल्य शेयर के अंकित मूल्य के समान होता है तो वह शेयर 
सममूल्य पर कहा जाता है। यदि बाजार मूल्य अंकित मूल्य से अधिक है तो शेयर को अधिमूल्य 
पर या प्रीमियम पर कहा जाता है, तथा यदि बाजार मूल्य, अंकित मूल्य से कम है तो उसे मूल्य 
से नीचे का शेयर, या बट्टे पर शेयर कहा जाता है। 


इस बात को ठीक से समझ लेना चाहिये कि लाभांश हमेशा अंकित मूल्य पर परिकलित 
किया जाता है। प्रायः यह अंकित मान का कोई प्रतिशत होता है। 


आइये हम कुछ उद्राहरण लेकर इन संकल्पनाओं को स्पष्ट करें। 


उदाहरण | एक कम्पनी ने 0% वार्षिक लाभांश की घोषणा की। रामलाल का लाभांश ज्ञात 
कीजिये जबकि उसके पास कम्पनी के 500 शेयर हैं, जिसमें से प्रत्येक का सममूल्य 0 रु है। 


हल शेयर पर वार्षिक लाभांश - 0 रु. का 0% 


0 
(! 09८ 06 | 5] रु, 


इसलिए, राम लाल का वार्षिक लाभांश - )८ 500 - 500 रु. 


विकल्पतः हम 500 शेयरों का कुल सममूल्य प्रथमत: ज्ञात करके, पुन: उस पर 0% की 
दर से लाभांश ज्ञात करते हैं, जैसा कि नीचे दर्शाया गया है। 


500 शेयर का कुल सममूल्य ८ (500 » 0) रु. « 45000 रु. 


हे 0 
इसलिए, राम लाल का कूल वार्षिक लाभांश [5000 >प665 | रू, 5 500 रू. 


उदाहरण 2 एक कम्पनी ने 50000 शेयर, जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 0 रु. है, निर्गत किये। 


यदि कम्पनी द्वारा घोषित कुल लाभांश 62500 रु. हो तो कम्पनी द्वारा देय लाभांश की दर ज्ञात 
कीजिये | 


हल शेयरों की संख्या - 50000 
शेयर का सममूल्य -0 रु. 

इसलिये, 50000 शेयरों का सममूल्य - 500000 रु. 
कुल लाभांश - 62500 रु. 


की न 62500 
इसलिये, कम्पनी द्वारा देय लाभांश की दर - | गए ]00 । % - ]2--% 
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उदाहरण 3 रक्षा के पास 00 सममूल्य के 50 वरीयता प्राप्त शेयर तथा 400 सामान्य शेयर हैं | 
यदि वरियता प्राप्त शेयर पर लाभांश 0% वार्षिक तथा सामान्य शेयर पर लाभांश 7.5% 
अर्धवार्षिक घोषित किया गया हो, तो रक्षा द्वार प्राप्त वार्षिक लाभांश ज्ञात कीजिये | 


हल. 50 वरीयता प्राप्त शेयर पर लाभांश < [80 >१00न के ] 5500 रु. 
400 सामान्य शेयर पर लाभांश « [400 >८ पा >८ ज 2 ] - 6000 रू. 


इसलिये, रक्षा द्वारा प्राप्त कुल लाभांश - (500 + 6000) रु. - 6500 रु. 


उदाहरण 4 मूल शेयरधारक से किसी कम्पनी के 50 शेयर खरीदने का मूल्य ज्ञात कीजिये 
जो प्रत्येक 40 रु. सममूल्य का है तथा जिनमें से प्रत्येक का बाजार मूल्य 6 रु. है। यदि वह 
प्रत्येक शेयर को 0 रु. अधिमूल्य (प्रिमियम) पर बेचे तो नये शेयरधारक का लाभ भी बताइये | 


हल एक शेयर का बाजार मूल्य 56 रु. ह 
इसलिये, 50 शेयरों का बाजार मूल्य 5 50 +« 6 - 2400 रु. 


इस प्रकार नये शेयरधारक ने 50 शेयर खरीदने में 2400 रु. खर्च किये। नये शेयरधारक 
ने शेयरों को 0 रु. अधिमूल्य पर बेच दिया। इसलिए, 


शेयर का नया बाजार मूल्य > (0+ 0) रु. - 20 रु. 
अर्थात्‌ 50 शेयरों का नये बाजार मूल्य पर विक्रय मूल्य -(50» 20) रु 53000 रु. | 
इसलिये, सौदे में नये शेयर धारक का लाभ > (3000 - 2400) रु. « 600 रु. 


उदाहरण 5 रजिया ने किसी कम्पनी के 200 शेयर जिसमें प्रत्येक का समूल्य 0 रु. है, सममूल्य 
पर खरीदे जिससे 5% लाभांश मिलता है। उसे अपने निवेश पर 2% लाभ मिलता है तो प्रति 
शेयर बाजार मूल्य ज्ञात कीजिये | 
हल 200 शेयरों का सममूल्य « (200 » 0) रु. - 2000 रू. | 

| 200025 हर 
रजिया द्वार प्राप्त लाभांश ८ | रु, - 300 रु. 


मान लीजिये कि 200 शेयरों का कुल बाजार मूल्य » रु. है। अब हमें ज्ञात करना है & का 
[2% < 300 रु. 


पा 
३65 > ४5300 
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00 » 300 
उूे---_----5:८25()0 
इसलिये < हु 2 


अर्थात्‌ 200 शेयरों का बाजार मूल्य ८2500 रु. 

अतः एक शेयर का बाजार मूल्य >2.50 रु. 
उदाहरण 6 एक कम्पनी की पूँजी-20% लाभांश वाले 50000 वरीयता प्राप्त शेयरों तथा 20000 
सामान्य शेयरों जिनमें प्रत्येक प्रकार के शेयर का सममूल्य 0 रु. है, से निर्मित है| कम्पनी को 
,80,000 रु. का कुल लाभ हुआ, जिसमें से 30,000 रु, सुरक्षित कोष में रखे गए तथा शेष को 


शेयरधारकों में वितरित किया गया। सामान्य शेयरधारकों को भुगतान किये गए लाभांश की दर 
ज्ञात कीजिये | 


हल कम्पनी की कुल लाभ ८ 80000 रु. 
सुरक्षित कोष में रखी गई राशि - 30000 रु. 
इसलिये, शेयरधारकों को भुगतान किया गया लाभांश - (80000 - 30000) रु. « 50000रु. 
और 50, 000 वरीयता प्राप्त शेयरों पर कम्पनी द्वारा भुगतान किया गया लाभांश 


02 20 
नि [50005 66 5 00000 रु. । 


इसलिये, सामान्य शेयरधारकों को भुगतान किया गया लाभांश - ((50000 - 00000) रु 
- 50000 रु 





प्रकार प्रति सामान्य शेयर पर भुगतान लाभांश न रु. 52.50 रु 
ड्स य भुगतान लाभांश 5 | 56666 |” 5 2.50 रु. 


| | । 50 
अत,, प्रतिशत प्रति सामान्य शेयर पर भुगतान लाभांश हा >00 हु 25%, 


उदाहरण 7 एक व्यक्ति किसी कम्पनी & के सामान्य शेयर (प्रत्येक 0 रु. सममूल्य वाला) 

जिसपर लाभांश 20% है, 30 रु. प्रति शेयर के भाव से बेचता है। वह इस प्रकार प्राप्त राशि को 

दूसरी कम्पनी 8 के सामान्य शेयरों (प्रत्येक 25 रु. सममूल्य वाला) जो 5% लाभांश देती है, में 

निवेश करता है। यदि कम्पनी 8 के एक शेयर का बाजारमूल्य 40 रु. हो, तो निम्न ज्ञात कीजिए: 
(0) अ्क्ति द्वारा खरीदे गए कम्पनी 8 के शेयरों की संख्या । 


(0) व्यक्ति को लाभांश की आय में अन्तर | 
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हल कम्पनी & के 20% लाभांश वाले 5000 सामान्य शेयरों से व्यक्ति की आय 


5000:40:20 
पृ रु, 5 0000 रु. 


कम्पनी & के एक शेयर का विक्रयमूल्य > 30 रु. 

इसलिये, कम्पनी & के 5000 शेयरों का विक्रय मूल्य - (5000 ५५ 30) रु. - 50000 रु. 
0) कम्पनी छ के एक शेयर का बाजारमूल्य - 40 रु. | 

इसलिये 50000 रु. से व्यक्ति द्वारा खरीदे गए कम्पनी के शेयरों की संख्या 


50000 
नस 40 जे 3750 
(0) कम्पनी छ के 5% लाभांश वाले शेयरों से आय 
रे । 3750/:25%5 कह 
सर 00 


- [4062.50 रु. 





इसलिए व्यक्ति की आय में अन्तर - (4062.50 - 0000) रु. < 4062.50 रु, 


उदाहरण 8 एक कम्पनी के शेयर, जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 0 रु. है, 20% अधिमूल्य पर 
उपलब्ध हैं | खरीददार द्वारा भुगतान की गई राशि ज्ञात कीजिये जो 2500 शेयर खरीदना चाहता 
है। यदि खरीददार उन शेयरों को 20 रु. प्रति शेयर के भाव बेचता है, तो उसे क्या लाभ होगा? 


हल एक शेयर का सममूल्य  0 रु. 


एक की बाजार ]20) _ _ 
एक शेयर का बाजार मूल्य -[0० गह! रु. 5 2 र. 


खरीददार द्वारा 2500 शेयरों के क्रय करने में भुगतान की गई राशि 
+ (2500 » 72) रु. >30000 रु... 

एक शेयर बेचने पर शेयरधारक को लाभ 
+ (20 - 2) रु. 58 रु. 

इसलिए 2500 शेयर बेचने से लाभ 
+ (2500 » 8) रु. - 20000 रू. 


744 गणित 
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प्रश्नावली 22.] 
निम्नलिखित स्थितियों में से प्रत्येक में दिया गया वार्षिक लाभांश ज्ञात कीजिये : 












क्रम | शेयर का समसूल्य 
संख्या 


() 0 रु 


(५) ]00 रु 


(५) 0 रु 3000 


(शा) 20 रु, 200 


सामान्य शेयरों की संख्या सामान्य शेयर पर घोषित 


लाभाश 












0% प्रतिवर्ष 
5% प्रतिवर्ष 






5% अर्धवार्षिक 
5% तैमासिक 



















0% अर्धवार्षिक 
2% मासिक 
72% प्रतिवर्ष 
22% त्रैमासिक 














एक कम्पनी ने 0% का वार्षिक लाभांश घोषित किया। यदि रेखा के पास कम्पनी के 4000 शेयर 
(जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 00 रु, है) हों, तो उसका वार्षिक लाभांश ज्ञात कीजिए 


* एक दवाइयाँ बनाने वाली कम्पनी ने 7//% का अर्धवार्षिक लाभांश घोषित किया | यदि रहमान के 
पास कम्पनी के 250 शेयर, जिनमें प्रत्येक का सामान्य मूल्य 0 रु. है, हों तो उसका वार्षिक 
लाभांश ज्ञात कीजिये | 


एक कम्पनी ने [25000 शेयर, जिनमें प्रत्येक शेयर का सममूल्य 20 रु, है, जारी किये। यदि कम्पनी 
ने 375000 रु. के कुल लाभांश की घोषणा की तो कम्पनी द्वारा दिये गये लाभांश की दर निकालिये | 
राम को मिलने वाला लाभांश भी ज्ञात कीजिए यदि उसके पास कम्पनी के 000 शेयर हों। 


अनिल के पास 200 वरीयता प्राप्त शेयर एंव 000 सामान्य शेयर हैं। दोनों प्रकार के शेयरों में से 
प्रत्येक का सममूल्य 00 रु. है। यदि वरीयता प्राप्त शेयर पर 0% वार्षिक लाभांश तथा सामान्य 


शेयर पर 2%2% वार्षिक लाभांश घोषित किया गया हो, तो अनिल द्वारा प्राप्त वार्षिक लाभांश ज्ञात 
कीजिए | 


एक टेक्स्टाइल कम्पनी ने 50000 शेयर, जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 00 रु. है, निर्गत किये। 
कम्पनी ने कुल लाभांश 25000 रु. घोषित किया जिसमें से 50000 रु. सुरक्षित कोष में रखे गये 
तथा शेष को लाभांश के रूप में वितरित किया गया। कम्पनी द्वारा दिये गये लाभांश की दर ज्ञात 


कीजिए। साथ ही कम्पनी से श्याम को मिला लाभांश भी ज्ञात कीजिए | यदि उसके पास कम्पनी 
के 250 शेयर हैं। 


0. 


]4. 


2. 


4. 


कब 


की 
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. रोजा के पास 200 वरीयता प्राप्त शेयर तथा 3000 सामान्य शेयर हैं | दोनों प्रकार के शेयरों में 


से प्रत्येक का सममूल्य 50 रु. है| तो रोजा का वार्षिक लाभांश ज्ञात कीजिये जबकि वरीयता प्राप्त 
शेयर पर 0% वार्षिक, सामान्य शेयर पर 3/४% अर्धवार्षिक लाभांश घोषित किया गया है। 


किसी कम्पनी के 00 रु. सममूल्य वाले 400 शेयरों को उनके मूलधारक से खरीदा जाता है| यदि 
प्रत्येक शेयर बाजार में 25 रु. पर उपलब्ध हो, तो इन शेयरों को खरीदने में लगी राशि ज्ञात 
कीजिए | साथ ही खरीदने वाले का लाभ भी ज्ञात कीजिए यदि वह प्रतिशेयर को 45 रु अधिमूल्य 
पर बेच देता है। 


अहमद ने 20 रु. सममूल्य वाले 2500 शेयर हरी से 25 रु. प्रति शेयर के भाव पर खरीदे | शेयर 
खरीदने के लिये आवश्यक धनराशि ज्ञात कीजिए। यदि अहमद सभी शेयरों को प्रति शेयर 
] रु. के अधिमूल्य पर बेचता है, तो इस सौदे में उसका लाभ ज्ञात कीजिए | 


लक्ष्मण किसी कम्पनी के, जो 8% वार्षिक लाभांश देती है, 0 रु. | प्रति शेयर सममूल्य वाले 200 
शेयर ऐसे मूल्य पर खरीदता है कि उसे अपने निवेश पर 0% लाभ होता है| एक शेयर का बाजार 
भाव ज्ञात कीजिए। 


शकीला किसी कम्पनी, जो 5% वार्षिक लाभांश देती है, के 0 रु. प्रति शेयर सममूल्य वाले 
2000 शेयर ऐसे मूल्य पर खरीदती है कि उसे अपने निवेश पर 0% लाभ होता है। एक शेयर 
का बाजार भाव ज्ञात कीजिये। 


एक कम्पनी की पूंजी 5% वार्षिक लाभांश वाले 5000 वरीयता प्राप्त शेयरों तथा 20000 सामान्य 
शेयरों से निर्मित है। दोनों प्रकारों के शेयरों में से प्रत्येक का सममूल्य 00 रु, है| कम्पनी को 0 
लाख रु. का लाभ हुआ जिसमें से 6 लाख रु. दैनिक खर्च के लिये, .25 लाख रु. आकस्मिक खर्च 
के लिए तथा शेष को लाभांश के रूप में वितरित कर दिया गया। सामान्य शेयरों पर लाभांश की 
दर ज्ञात कीजिए | 


, एक कम्पनी 00 रु. सममूल्य वाले के 0000 वरीयता प्राप्त शेयर तथा 50000 सामान्य शेयर 


निर्गत करती है। वरीयता प्राप्त शेयर तथा सामान्य शेयर पर लाभांश क्रमश: 2% और 7.6% हैं | 
कम्पनी को 5 लाख रु. का लाभ होता है, जिसमें से कुछ धनराशि सुरक्षित खाते में रख कर, शेष 
को लाभांश के रूप में वितरित कर देती है। सुरक्षित कोष में रखी धनराशि ज्ञात कीजिए | 


किसी कम्पनी & के 50 रु. सममूल्य वाले सामान्य शेयर जिन पर 5% लाभांश है, शीला ऐसे 5000 
शेयर 75 रु. प्रतिशेयर के भाव से बेचती है। वह बेचने पर प्राप्त धन को कम्पनी 8 के शेयरों में 
जिनका सममूल्य 50 रु. है तथा जिन पर 2% लाभांश है, लगा देती है। यदि कम्पनी 9 के शेयरों 
का बाजार भाव 60 रु. है, तो ह 

0) शीला द्वारा कम्पनी 8 के खरीदे गये शेयरों की संख्या ज्ञात कीजिये। 


(४) शीला द्वारा प्राप्त लाभांश आय में अन्तर ज्ञात कीजिये। 
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5., हमीदा किसी कम्पनी & के 20,000 शेयरों को जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 0 रु. है तथा जिन पर 
0% लाभांश है, 25 रु. प्रति शेयर के भाव से बेचती है। इस प्रकार प्राप्त धनराशि को वह कम्पनी 8 
के सामान्य शेयरों में जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 25 रु. है तथा जिन पर 6% लाभांश हैं, लगा देती 
है। यदि कम्पनी 8 के एक शेयर का बाजार भाव 40 रु, है, तो 

0) हमीदा द्वारा कम्पनी छ के खरीदे गये शेयरों की संख्या ज्ञात कीजिये। 


(0) हमीदा द्वारा प्राप्त लाभांश आय में अन्तर ज्ञात कीजिये | 
22.4 स्टॉक त्तथा दलाली (8008७ भाते 870:७:४९९) 


22.4.व 'स्टॉक पिछले अनुच्छेद में आप पढ़ चुके हैं कि. शेयर खरीदे और बेचे जा सकते हैं। 
यदि किसी व्यक्ति के पास किसी कम्पनी के 5000 शेयर हैं, जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 0 


. रु, है, तो यह कहा जा सकता है कि उस व्यक्ति के पास उस कम्पनी का 450000 रु, का स्टॉक 
है। ह ह 


सामान्यतः स्टॉक का नामांकन उस पर मिलने वाले लाभांश की दर से किया जाता है। 
अतः यदि किसी 00 रु, के स्टॉक पर लाभांश 0 रु. मिलता है तो उसे 0% स्टॉक कहा जाता 
है। 


जैसा कि हम जानते हैं कि शेयरों को बाजार में खरीदा व बेचा जा सकता है| उसी प्रकार ॒, 
स्टॉक को भी बाजार में खरीदा और बेचा जा सकता है। यदि किसी 00 रु. के स्टॉक का 
जिसपर लाभांश 5 रु. मिलता है, बाजार मूल्य 5 रु. है तो उस स्टॉक को 5 पर उपलब्ध 5% 
स्टॉक कहते हैं। इसी प्रकार ।20 पर उपलब्ध 0% स्टॉक का अर्थ है कि एक स्टॉक जिसका 
अंकित मूल्य 00 रु. है तथा जिस पर लाभांश 0 रू. है, वह बाजार में 20 रु. पर उपलब्ध है। 
टिप्पणी: ऐसे भी स्टॉक हो सकते हैं जो 00 रु. से भिन्‍न हों जैसे 500 रु. का स्टॉक, 000 रु. 
का स्टॉक इत्यादि। “90 पर उपलब्ध 8% स्टॉक” का प्रयोग केवल उसी स्टॉक के लिए कर 
सकते हैं जिसका अंकित मूल्य 00 रु. हो | 


22.4.2 दलाली स्टॉक की खरीद (क्रय) तथा बिक्री साधारणतः किसी स्टॉक के दलाल के 
माध्यम से होती है, जो इस कार्य के लिए कुछ धनराशि लेता है जिसे दलाली (#97०#&/486) 
कहते हैं। यह धनराशि वह विक्रेता तथा खरीददार दोनों से लेता है। यह दलाली या तो स्टॉक 
की एक इकाई पर एक निश्चित राशि के रूप में होती है या उस स्टॉक की एक इकार्ड के बाजार 
मूल्य के किसी प्रतिशत के रूप में होती है। ह 


अतः » रु. की दलाली का अर्थ है कि स्टॉक की इकाई के बाजार मूल्य में »या तो जोड़ते 
हैं या घटाते हैं| इस दलाली का अर्थ है कि दलाली, स्टॉक की इकाई के बाजार मूल्य के 2% 
' के बराबर है और इसे स्टॉक की इकाई के बाजार मूल्य में जोड़ना (या घटाना) होता है। 
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नियम के अनुसार 
06) जब स्टॉक खरीदा जाता है तो दलाली को स्टॉक की इकाई के बाजार मूल्य में 
जोड़ा जाता है; 
(४) जब स्टॉक बेचा जाता है तब दलाली को स्टॉक की इकाई के बाजार मूल्य में से 
घटाया जाता है| 
22.5 स्टॉक पर आय का परिकलन 


जब कुल स्टॉक का अंकित मूल्य दिया हो तो आय का परिकलन यह मान कर किया जा सकता 
है कि स्टॉक की इकाई का अंकित मूल्य 00 रु. है। इसके विपरीत यदि स्टॉक की इकाई का 
बाजार मूल्य अथवा कुल निवेश की राशि दी गई हो तो इस स्थिति में स्टॉक की इकाई के 
बाजार मूल्य पर आय की गणना की जा सकती है। 


आइये उदाहरणों द्वारा इन्हें स्पष्ट करें| 
उदाहरण 9 25000 रु. के ।0% स्टॉक पर आय ज्ञात कीजिए जिसे 20 रु. में खरीदा गया है । 
हल स्टॉक का अंकित मूल्य ५ 25000 रु. 

चूंकि 00 रु. स्टॉक पर आय 50 रु. 


स्टॉक बे 0 
इसलिये रु. स्टॉक पर आय & [उ ] रु 


25000 2<0 


अतः 25000 रु. के स्टॉक पर आय « यु 


| 52500 रु. 


उदाहरण 0 7/ पर उपलब्ध 7/४% स्टॉक में 90000 रु. निवेश करने पर स्टॉक पर हुई आय 
ज्ञात कीजिये। 


हल यहाँ स्टॉक का बाजार मूल्य 5 90000 रु. 
चूंकि 2/% रु. का स्टॉक 00 रु. में उपलब्ध है, इसलिए 2/6 रु. पर आय 7/2% रु, है। 


5 , 2 
अतः 90000 रु. पर आय. -« पा > 90000 )] रु, 


- 6000 रु. 


उदाहरण ]। एक व्यक्ति 72000 रु. का 44 पर उपलब्ध 9४% स्टॉक खरीदता है तो उश'की 
वार्षिक आय ज्ञात कीजिए | 
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हल स्टाक का अंकित मान - 72000 रु. 


72000 [9 


इसलिये स्टॉक पर आय < ता तर ] - 6840 रु 


उदाहरण 2 राम ने 8४ (दलाली । रु.) पर उपलब्ध 7४% स्टॉक में 99000 रु. निवेश किया 
तो राम की वार्षिक आय ज्ञात कीजिये | 
हल [00 रु. के स्टॉक का बाजार मूल्य - (8% + ।) रु. 5 820८ रु. 


अतः 82/2 रु, पर आय ८7%2 रु, 


| [300 20 
इसलिये, 99000 रु. पर वार्षिक आय ८ पर #पहुु 22000 ] रु, - 9000 रु. 


22.6 स्टॉक के निवेश या बाजार मूल्य का परिकलन 


यदि किसी स्टॉक का अंकित मूल्य ज्ञात हो, तो उसका बाजार मूल्य स्टॉक इकाई के बाजार 
मूल्य के आधार पर ज्ञात किया जा सकता है। 


आइये इसे हम उदाहरणों द्वारा स्पष्ट करें। 


उदाहरण 3 25000 रु. के 92 पर 8% स्टॉक को खरीदने के लिये निवेश की धनराशि ज्ञात 
कीजिए | 


हल ॥00 रु, के स्टॉक का बाजार मूल्य < 92 रु. 


92 
इसलिए 25000 रु. के स्टॉक का बाजार मूल्य ८ पा >25000 ] रु. 


- ]5000 रु, 
अत्त: 5000 रु. का निवेश करने पर 25000 रु. का 8% स्टॉक जो 92 पर उपलब्ध है, मिलेगा। 


उदाहरण 4 90 दलाली % पर उपलब्ध 9५2% स्टॉक से 938 रु. की आय प्राप्त करने के लिए 
निवेश की राशि ज्ञात कीजिए | 


हल दलाली “90 रु. का % - 0.90 रु. 
अतः 00 रु. का स्टॉक खरीदने के लिये आवश्यक निवेश - 90.90 रु, जिसपर आय 9७% है 
अतः 9७ रु, की आय के लिए निवेश की राशि - 90 रु. 
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इसलिए 938 रु. की आय के लिये निवेश की राशि < [22 938 | रू 


> 8543.60 रु. 


22.7 स्टॉक के विक्रय तथा क्रय मे लाभ या हानि का परिकलन 


जब स्टॉक धारकों के लिये बाजार लाभदायक हो, अर्थात्‌ यदि उनके स्टॉक के लिये, अधिक 
लाभ मिलने की सम्भावना हो तो वे अपना स्टॉक विक्रय करते हैं और प्राप्त धनराशि को दूसरे 
स्टॉक में निवेश करते हैं ताकि उन्हें पहले से अधिक आय हो | ऐसी स्थितियों में, आय का अन्तर 
निकालने की प्रक्रिया को निम्न उदाहरणों से दर्शाते हैं। 


उदाहरण 5 अरूण ने 2000 रु. का 92 पर उपलब्ध 8% स्टॉक खरीदा और जब मूल्य 98 रु. 
हो गया तब बेच दिया। अरूण का कुल लाभ और लाभ प्रतिशत निकालिये। 
हल अरूण द्वारा 2000 रु. का 92 पर उपलब्ध 8% स्टॉक में खरीदने पर किया गया निवेश 


92 
स ॥॒ 20002 | रु. 5 ][040 रु. 


किन्तु जब मूल्य 98 रु. हो गया तो अरूण ने उसे बेच दिया। 
कक ु 98 
अतः स्टॉक बेचने पर जो अरूण को मिली धनराशि - 2000 कि! रु. - !760 रु. 


इसलिए दूसरे स्टॉक में निवेश पर लाभ ८ (760 - 040) रु. 720 रु. 


(7202000) _ ८2% 


अतः प्रतिशत लाभ < जवाह्रा ठ्ठ 


उदाहरण 6 एक व्यक्ति ने 92 पर उपलब्ध 4% स्टॉक में 27600 रु. का निवेश किया। जब 
स्टॉक का मूल्य बढ़कर 96 रु. हो गया तब उसने 20000 रु. का स्टॉक बेच दिया तथा जब शेष 
स्टॉक का बाजार मूल्य गिरकर 90 रु. हो गया तब उसने उसको बेच दिया। इस सौदे में उसे 
कितना लाभ या हानि हुई? ह 


हल 92 पर उपलब्ध 4% स्टॉक खरीदने में 27600 रु. का निवेश करने पर मिला स्टॉक 


27600>00 
तल गकाा रु - 30000 रु. 


बाजार मूल्य 96 रु. पर 20000 रु. का स्टॉक बेचने पर मिलने वाली राशि 
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20000५:96 
जहा रु ८5 9200 रु. 


शेष स्टॉक - (30000 -- 20000) रु. - 0000 रु. 


अतः 0000 रु, के स्टॉक को 90 रु. की दर से बेचने पर मिलने वाली राशि 


90 
० |! 0000 :< क] रु, ७ 9000 रु. 


अतः कुल स्टॉक से मिली राशि 

+ (9200 + 9000) रु. - 28200 रु. 
चूँकि व्यक्ति ने 27600 रु. निवेश किया था 
अत्त: लाभ - (28200 - 27600) रु. « 600 रु, 


22.7. बिक्री अथवा पुनर्निवेश करने पर आय में बदलाव एक व्यक्ति एक प्रकार का स्टॉक 
रखने के पश्चात्‌ उसे बेचकर पहले से अधिक आय प्राप्त करने के लिए दूसरा स्टॉक खरीद 
सकता है। इस तरह के प्रश्नों में दोनों में होने वाली आय का परिकलन किया जाता है तथा 
अन्तर निकाला जाता है। 


आइये कुछ उदाहरण लेकर इसे स्पष्ट करें। 


उदाहरण 7 एक व्यक्ति 95 पर उपलब्ध 5% स्टॉक में 34200 रु, का निवेश करने के पश्चात्‌ 
जब स्टॉक मूल्य 98 रु. हो जाता है तो उसे बेच देता है| इस प्रकार प्राप्त की गई राशि को वह 
(!2 पर उपलब्ध 8% स्टॉक) में निवेश करता है। व्यक्ति की आय में अन्तर ज्ञात कीजिए। 


कि 34200 25 
हल प्रथम स्टॉक से आय 5 [756 | रु. 5 800 रु. 


अब हमें प्रथम स्टॉक बेचने पर मिलने वाली राशि निकालनी है। 
चूँकि 95 रु. का स्टॉक बेचने पर मिलने वाली राशि 598 रु. 


कि 98 /34200 
इसलिये 34200 रु. का स्टॉक बेचने पर मिलने वाली राशि - [व क रू, - 35280 रु. 


अब चूँकि 2 रु. का स्टॉक बेचने पर आय 58 रु. 


[2 
अत: आय में बढ़ोत्तरी - (2520 - 800) रु. 720 रु. 


हा 8 | 
इसलिए, 35280 का स्टॉक बेचने पर आय - (गड 35280 ] रु, - 2520 रु. 
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उदाहरण 8 90 पर उपलब्ध 6% स्टॉक में राम ने 6200 रु, का निवेश किया। उसने 9000 
रु, के स्टॉक को जब मूल्य बढ़कर 95 रु. हो गया, तब बेच दिया और शेष स्टॉक का मूल्य 96 
रु. हो गया तब उसे बेच दिया | इस प्रकार उसे जो धनराशि प्राप्त हुई, उसे 85 ठ पर उपलब्ध 
7.5% स्टॉक में निवेश कर दिया | राम की आय में अन्तर ज्ञात कीजिए | 


हे 6200%८6 
हल प्रथम स्टॉक से आय 5 | :567__ | रु. 5 080 रु. 


4. /6200%00) ' ह 
अब राम द्वारा खरीदा गया स्टॉक < जज ठ5ठ6 77 | रु. 5 8000 रु. 


हे कर 000 
अब 9000 रु. के स्टॉक को 95 रु. पर बेचने पर प्राप्त राशि - नाता | रु, - 8550 रु. 


ध | | 90009८96 
तथा शेष 9000 रु. स्टॉक को 96 रु. पर बेचने पर प्राप्त राशि ८ ता कै ८ 8640 रु, 


इसलिए, कूल प्राप्त धनराशि 5 (8550 + 8640) रु.  790 रु. 8556 


अंक में 7902<5)< 20 
पर उपलब्ध 7.5% स्टॉक में 790 रु. का निवेश करने पर आय 5 | ठद्रात्ठढ़ा [रु 


< 500 रु. 
अतः आय में अन्तर ८ (500 - 080) रु. -420 रु. 


उदाहरण 49 02 पर उपलब्ध 4% स्टॉक में एक व्यक्ति ने 2/000 रु. का निवेश किया तथा जब 
स्टॉक का मूल्य बढ़कर 05 रु. हो गया तब उसे बेच दिया। इस प्रकार प्राप्त धनराशि को 99 
पर उपलब्ध 6% स्टॉक में लगा दिया। आय में अन्तर ज्ञात कीजिये (दलाली : 3 रु. )| 


हल प्रथम स्टाक का खरीद मूल्य 5 (02 + 3) 5 05 रु. 
४५ 4 
अतः प्रथम स्टॉक पर आय - [पड अ 20000 | रु, - 800 रु. 
नये स्टॉक का विक्रय मूल्य - (05 - 3) 5 02 रु, 


अतः प्रथम स्टॉक के बेचने से प्राप्त राशि > जो रु, - 20400 रु. 
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द्वितीय स्टॉक का खरीद मूल्य 5 (99+ 3) 5 02 रु. 
बे 20400: 6 
अतः ट्वितीय स्टॉक पर आय | "पृह्ठा | ु. 5 200 रु. 


इसलिये, आय में अन्तर 5 (200 - 800) रु. -400 रु. 
उदाहाण 20 20 पर उपलब्ध 5% स्टॉक में एक व्यक्ति ने 80000 रु. का निवेश किया। जब 
उसका मूल्य बढ़कर 30 रु. हो गया तब स्टॉक बेच दिया और इस प्रकार प्राप्त धनराशि को 6% 


स्टाक में निवेश कर दिया। इस प्रकार उसकी आय में 500 रु. की वृद्धि हो गई। किस मूल्य 
पर व्यक्ति ने दूसरा स्टॉक खरीदा था? 


हल प्रथम स्टॉक पर आय - [80000 न] रु, - 7500 रु. 


जब मूल्य 30 रु. हो गया तब स्टॉक बेचने पर प्राप्त की गई राशि 


_ [4800002[30 
]20 


] रु, - 95000 रु. 


अब चूँकि दूसरे स्टॉक को बेचने पर 500 रु. की वृद्धि हुई है। 
अतः द्वितीय स्टॉक में आय - (7500 + 500) रु. - 9000 रु. 


अब माना कि द्वितीय स्टॉक का बाजार मूल्य < है 
.._95000::6 


अतः आकर 9000 
या 9000 ४ 5८ ]70000 
या ४ [30, 


अतः उस व्यक्ति ने द्वितीय स्टॉक 30 रु. के भाव से खरीदा | 


22.7.2 विभिन्‍न स्टॉकों में आंशिक-निवेश कोई भी व्यक्ति अपनी पूरी धनराशि का कुछ 
भाग एक स्टॉक में तथा शेष दूसरे स्टॉको में कर सकता है। यदि विभिन्‍न स्टॉकों से कुल आय 
ज्ञात हो तो विभिन्‍न स्टॉकों में की गई निवेशित राशि का पता लगाया जा सकता है। 


आइये उदाहरणों द्वारा इसे स्पष्ट करें | 


उदाहरण 2। असलम ने 80000 रु. की राशि का कुछ भाग 90 पर उपलब्ध 5% स्टॉक में तथा , 
शेष राशि को 20 पर उपलब्ध 6% स्टॉक में निवेश किया। यदि उनको इन दोनों स्टॉकों से. 
प्राप्त कुल आय 9600 रु. है तो दोनों त्तरह के स्टॉकों में निवेशित राशि ज्ञात कीजिए | 
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हल माना कि प्रथम स्टॉक में निवेशित राशि »रु. है। 
अतः द्वितीय स्टॉक में निवेशित राशि - (80000 - ४) रु. 


भक में 5 
प्रथम स्टॉक में निवेशित राशि पर आय < ( ६ क्र रु 


द्वितीय स्टॉक में निवेशित राशि पर आय - गा शा नल 2026 | - (50000 - ४) न्‍््जा -०) कु 


अतः कल आय > -ै+ 20000 “२ 


0:+800002(9-9% 
80 


_ [++8000029 
;् [80 


यह 9600 रु. के समान है 
इसलिए »+ 80000 ५५ 9 - 9600 » 80 
या ४ 80 (9600 - 9000) - 08000 


अर्थात प्रथम स्टॉक में निवेशित राशि 08000 रु. तथा द्वितीय स्टॉक में निवेशित राशि 
72000 रु, है| 


उदाहरण 22 एक व्यक्ति ने 245700 रु. की राशि का कुछ भाग 94% पर उपलब्ध 3)४% स्टॉक 
में तथा शेष राशि को 2/ पर उपलब्ध 42% स्टॉक में निवेश किया। यदि दोनों निवेशों में 
आय बराबर होती है तो प्रत्येक स्टॉक में निवेश की गई राशि ज्ञात कीजिए तथा प्रत्येक से हुई 
आय भी ज्ञात कीजिए। 


हल माना कि 94)% पर उपलब्ध 3५% स्टॉक में निवेशित राशि रु. है। 
अत्त: द्वितीय स्टॉक में निवेशित राशि - (245700 ->) रु, 


इसलिये प्रथम राशि में निवेशित राशि पर आय 2/ | ्श््‌ 22822 ] सर कस, 








94१2 


सा 245700- 4/2 | _ 
पुनः द्वितीय स्टॉक में निवेशित राशि पर आय - [की । 
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_ (245700- 
अल 

प्रश्न में दिए गए प्रतिबन्ध के अनुसार दोनों आय समान हैं 

>> _ 245700-» 

करत 55 

या 25% 5 245700 ५» 27 - 275 


अत: 


245700- 27 


या 52% ८ 245700 & 2 सा ४८ उठ 


या :< [27575 
अत: प्रथम स्टॉक (94% पर उपलब्ध 3%8% स्टॉक) में निवेशित राशि - 27575 रु. 
तथा द्वितीय स्टॉक में निवेशित राशि ७ (245700 - 27575) रु. - 825 रु. 








के 27575 

अत: प्रथम स्टॉक पर आय « ध्प रु, - 4725 रु. 
५ 82 

तथा द्वितीय स्टॉक पर आय - हर 55 2 रु, - 4725 रु. 


प्रश्नावली 22.2 

]. आय ज्ञात कीजिये : 
0) 60000 रु. के 2% स्टॉक पर जो 0 रु. में खरीदा गया हो। 
(॥) 495000 रु. के 0% स्टॉक पर जो 90 रु. में खरीदा गया हो। 
(0॥) 20000 रु. के 7४% स्टॉक पर जो 20 रु. में खरीदा गया हो। 

2. विभिन्‍न धन राशियों को निम्न प्रकार से निवेशित करने पर आय ज्ञात कीजिए: 
0) 35 पर उपलब्ध 9% स्टॉक में 8000 रु.| 
(/) ]08 पर उपलब्ध 6% स्टॉक में 54000 रु.| 

. (॥0) 04 पर उपलब्ध 6% स्टॉक में 83200 रु. | 


3. किशन लाल ने 92000 रु. 9। पर उपलब्ध 9;४% स्टॉक, (दलाली रु) में निवेशित किये। इस 
निवेश से किशनलाल की वार्षिक आय ज्ञात कीजिये। 


4. फरीदा ने 88008 रु, !2 पर उपलब्ध 9४%स्टॉक (दलाली 2 रु) में निवेशित किये। इस निवेश 
से फरीदा की वार्षिक आय ज्ञात कीजिये। | 


0. 


]], 


2. 


3, 


4. 
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75000 रु. का 95 पर उपलब्ध 0% स्टॉक खरीदने के लिये कितनी राशि का निवेश करना होगा | 
90000 का 0 पर उपलब्ध 8% स्टॉक खरीदने के लिये कितनी राशि का निवेश करना होगा? 


80 पर उपलब्ध 0/2% स्टॉक (दलाली 2%) खरीदने के लिये कितनी राशि का निवेश किया"जाए कि 
उस पर 4200 रु. की आय हो? 


90 पर उपलब्ध 7;£% स्टॉक (दलाली 2%) खरीदने के लिये कितनी राशि का निवेश किया जाए कि 
उस पर कुल 7500 रु. की आय हो? 


एक व्यक्ति ने 20000 रु, का 90 पर उपलब्ध 5% स्टॉक खरीदा तथा जब मूल्य बढ़कर 93% हो गया 
तो उसे बेच दिया। उसका लाभ प्रतिशत ज्ञात कीजिए। 


शैलजा ने 36000 रु, का 92 पर उपलब्ध 7/£% स्टॉक खरीदा तथा जब मूल्य बढ़कर 93% हो गया 
तो उसे बेच दिया। उसका प्रतिशत लाभ ज्ञात कीजिये | 


एक व्यक्ति 95 पर उपलब्ध 5% स्टॉक में 28500 रु, की एक राशि का निवेश करता है | जब मूल्य 
बढ़कर 98 रु. हो जाता है तो वह 5000 का स्टॉक बेच देता है तथा शेष स्टॉक का जब मूल्य 
बढ़कर 90 रु. हो जाता है तब बेच देता है। इस सौदे में उसे क्या लाभ या हानि हुई? 


नारायण सिंह 99 पर उपलब्ध 5४% स्टॉक में 39600 रु. की एक राशि का निवेश करता है और 
जब मूल्य बढ़कर 02 रु. हो जाता है, तो 20000 रु, के स्टॉक को बेच देता है तथा शेष स्टॉक 
जब मूल्य गिरकर 95 रु. हो जाता तब उसे बेच देता है। इस सौदे में उसे क्या लाभ या हानि हुई? 


राव 46500 रु. की राशि को 93 पर उपलब्ध 6% स्टॉक में निवेश करता है और जब इसके मूल्य 
बढ़कर 95 रु. हो जाता है, तब वह उसे बेच देता है। इस प्रकार उसे जो राशि प्राप्त होती है, उसे 
वह 95 पर उपलब्ध 9% स्टॉक में निवेश कर देता है, उसकी आय में अन्तर ज्ञात कीजिए। 


सुषमा ने 245000 रु, 98 पर उपलब्ध 7% स्टॉक में निवेश किए और जब उसका मूल्य बढ़कर 00 


. रु. हो गया तब उसे बेच दिया। इस प्रकार जो धनराशि प्राप्त होती है वह उसे दूसरे स्टॉक, 25 


]5. 


6. 


पर उपलब्ध 9% स्टॉक में लगा देती है। सुषमा की आय में अन्तर ज्ञात कीजिये। 


लता 90 पर उपलब्ध 8% स्टॉक में 32400 रु. की एक राशि निवेश करती है। जब स्टॉक का मूल्य 
बढ़कर 95 रु. हो जाता है, तब वह 8000 रु. का स्टॉक बेच देती है तथा शेष स्टॉक को 98 रु. 
में बेच देती है। इस प्रकार प्राप्त कुल धनराशि को 96५2 पर उपलब्ध 0% स्टॉक में लगा देती 
है। लता की आय में अन्तर ज्ञात कीजिये | ४ 


कालीचरण ने 96 पर उपलब्ध 9% स्टॉक में 288000 रु. की एक राशि को लगाया। इसमें से 
60000 रु, का स्टॉक उसने, जब मूल्य बढ़कर 99 रु, हो गया तब बेच दिया और शेष स्टॉक 02 
रु. के भाव में बेच दिया | इस प्रकार प्राप्त कुल धनराशि को [20 पर उपलब्ध 2% स्टॉक में लगा 
दिया । कालीचरण की आय में अन्तर ज्ञात कीजिये। 
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7. 


8, 


9. 


20, 


2, 


22, 


23, 


एक व्यक्ति ने 99पर उपलब्ध 5% स्टॉक में 50490 रु. की एक राशि को निवेशित किया और जब मूल्य 
बढ़कर 02 रु. हो गया तब उसे बेच दिया। इस प्रकार प्राप्त धनराशि को 96 पर उपलब्ध 8% स्टॉक 
में लगा दिया। उसकी आय में अन्तर ज्ञात कीजिये (दलाली 3 रु.)। 


एक व्यक्ति ने ।02 पर उपलब्ध 6% स्टॉक में 78000 रु. लगाये और जब उसका मूल्य बढ़कर 04 
रू, हो गया तो उसे बेच दिया। इस प्रकार प्राप्त कुल धनराशि को उसने 23 पर उपलब्ध 8४% 
स्टॉक में लगा दिया। व्यक्ति की आय में अन्तर ज्ञात कीजिये (दलाली 2 रु)। 


एक व्यक्ति ने ।04 पर उपलब्ध 5% स्टॉक में 260000 रु. की एक राशि का निवेश किया और जब 
उसका मूल्य बढ़कर 25 रु. हो गया तब बेच दिया। इस प्रकार प्राप्त धनराशि को उसने 6% 
स्टॉक में लगा दिया | ऐसा करने पर उसकी आमदनी 2500 रु. बढ़ गई। उसने दूसरा स्टॉक किस 
भाव से खरीदा था? 


रेनू ने 46080 रु. की एक राशि को स्टॉक खरीदने में लगाया, जिसमें से कुछ राशि 20 पर 
उपलब्ध 5% स्टॉक में तथा शेष को 96 पर उपलब्ध 6% स्टॉक में लगाया। यदि दोनों स्टॉकों से 
उसकी कुल आय 2400 रु. हो, तो दोनों स्टॉक में अलग अलग कितनी राशि लगाई? 


जगमोहन ने 94640 रु. की एक राशि को स्टॉक खरीदने में लगाया जिसमें से कुछ राशि 
9] पर उपलब्ध 5% स्टॉक में तथा शेष को 04 पर उपलब्ध 8% स्टॉक में लगाया। यदि दोनों 


स्टॉकों से उसकी कुल आय 6240 रु. हो, तो अलग अलग स्टॉक में उसने कितनी राशि निवेश 
की? 


एक व्यक्ति ने 74844 रु. की एक राशि को स्टॉक खरीदने में लगाया। इसमें से उसने कुछ राशि 
08 पर उपलब्ध 4५% स्टॉक में तथा शेष 99 पर उपलब्ध 5न्‍2% स्टॉक में लगाया। यदि उसे दोनों 
स्टॉकों से समान आय हुई हो, तो क्रमशः दोनों स्टॉकों में निवेशित राशियां ज्ञात कीजिए। 

एक व्यक्ति ने ।65528 रु. की एक राशि को स्टॉक खरीदने में लगाया। इसमें से कुछ राशि 88 
पर उपलब्ध 5४% स्टॉक में तथा शेष राशि को 99 पर उपलब्ध 4/2% स्टॉक में लगाया । यदि दोनों 
निवेशों से प्राप्त आय समान है, त्तो दोनों स्टॉकों में क्रमशः लगी राशियां ज्ञात कीजिए | 


22.8 ऋणपत्र (00_लाए९७) 


कम्पनी अपने व्यवसाय के सुखद एवं सफल विकास को देखने हेतु उसके विस्तार की योजना 
बनाती है और अपने वर्तमान स्थितिः में परिवर्तन करना चाहती है उसके लिये अधिक तथा अधिक 
समय तक चलने वाली पूँजी की व्यवस्था करनी पड़ सकती है। कम्पनी के लिये सदैव यह 
सम्भव भी नहीं है कि पुनः दूसरे शेयर जनता के बीच लाये, किन्तु कम्पनी कुछ समय के लिये 
शेयरधारकों अथवा जनता से, कुछ निश्चित ब्याज पर धन उधार ले सकती है| शेयर पूँजी की 
तरह कुल ऋण, को जो इस योजना के लिये आवश्यक है, समान मूल्य की इकाइयों में बाँटते 
हैं, जिन्हें ऋणपत्र कहते हैं| इसके पश्चात्‌ कम्पनी जनता तथा शेयरधारकों को आमन्त्रित करती 
है कि वे कम्पनी को इन इकाईयों के रूप में धनराशि उधार दें | इसके बदले में कम्पनी उधार 
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देने वालों को ऋणपत्र का एक प्रमाणपत्र निर्गत करती है जिस पर उधार दिया गया घन, ब्याज 
की दर, समय तथा नियम परिनियम या शरंतें विस्तार से अंकित रहती है। 


ऋणपत्र धारक केवल उधार देने वाले होंगे और कम्पनी द्वारा घोषित किसी प्रकार के लाभ 
तथा लाभांश के हकदार नहीं होंगे। फिर भी ऋणपत्र धारकों को निश्चित समय पर, निश्चित दर 
पर ब्याज मिलता रहेगा चाहे कम्पनी लाभ में अथवा हानि में चल रही हो। 


शेयर की तरह ही ऋणपत्र भी बाजार में खरीदे अथवा बेचे जा सकते हैं। इसी करण, 
शेयरों की खरीद व बिक्री के संबध में जिस शब्दावली का प्रयोग किया जाता है उसी शब्दावली 
का प्रयोग ऋणपत्रों, को खरीद एंव बिक्री में मी किया जाता है। अतः हम ऋणपत्र प्रिमियम पर, 
ऋणपत्र बड्टे पर आदि का प्रयोग करते है। ऋणपत्र दलाली का परिकलन उसी प्रकार किया 
जाता है, जैसा कि शेयरों में होता है, जैसे शेयरों की होती थी। 

आइये कुछ उदाहरण लेकर इनकी गणना विधि स्पष्ट करें | 
उदाहरण 23 00 रु. के अंकित मूल्य वाले 6% ऋणपत्रों को जो बाजार में प्रत्येक 50 रु. 
पर उपलब्ध है, खरीदने पर किसी व्यक्ति को कितने प्रतिशत की आय होगी? 
हल ऋणपत्र का बाजार मूल्य ७ 50 रु. 


अतः 450 रु, पर आय 56 रु. 


(6200) _ _ 
5 





इसलिये 00 रु. पर आय < 4 रु. 


अर्थात ऋणपत्र पर प्रतिशत आय 4% है| 


उदाहरण 24 श्यामा के पास किसी कम्पनी के 500 शेयर हैं जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 
0 रु. है तथा 500 ऋणपत्र हैं जिनमें से प्रत्येक का जिनका सममूल्य 00 रु. है। कम्पनी शेयर * 
पर 8% लाभांश तथा ऋणपत्र पर 0% ब्याज देती है। श्यामा की कुल वार्षिक आय ज्ञात करें 
तथा उसके निवेश पर आय की प्रतिशत दर भी निकालें । 


(500::0%48) 
00 


हल 500 शेयर पर वार्षिक लाभांश 5 रू, - 400 रु, 


(500200/40) _ «000 रु. 


तथा 500 ऋणपत्र पर वार्षिक ब्याज गा 


अतः श्यामा की कुल वार्षिक आय ८ (5000 + 400) रु. 5400 रु. 
श्यामा का कुल निवेश «(500 » व0+ 500 & 00) रु. 55000 रु. 
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5400 
अतः श्यामा की प्रतिशत आय | 55667 00 | 


08. 92% 
[। 
उदाहरण 25 6% के ऋणपत्रों, जिनका अंकित मूल्य 80 रु. है त्तथा बाजार मूल्य 20 रु. है, 


पर प्रतिशत आय ज्ञात कीजिये | 


(80)<6) 


हल 80 रु. के ऋणपत्र पर ब्याज ८ गा 


. 54.80 रू 


चूँकि 20 रु. खर्च करने पर खरीददार द्वारा प्राप्त ब्याज 4.80 रु. 
80 
अतः 00 पर ब्याज 5 | यह” 00 | रु. ८4.00 रु. 
इसलिये प्रतिशत आय 4% है। 


प्रश्नावली 22.3 


4. एक खरीददार की प्रतिशत आय ज्ञात कीजिए जिसके पास 8% के ऋणपत्र हैं जिनका अंकित 
मूल्य 20 रु. तथा बाजार मूल्य 80 रु. है| 


2. एक खरीददार की प्रतिशत आय ज्ञात कीजिए जिसके पास 5% के ऋणपत्र हैं जिनका अंकित 
मूल्य 05 रु, तथा बाजार मूल्य 50 रु. है। 


3. एक खरीददार की प्रतिशत आय ज्ञात कीजिए जिसके पास 5% के ऋणपत्र हैं, जिनमें से प्रत्येक 
का अंकित मूल्य 95 रु. एवं बाजार में वह 25 रु. में उपलब्ध है। 


4. 2% के ऋणपत्र पर, जिनका अंकित मूल्य 90 रु. है तथा जो बाजार में 20 रु. में उपलब्ध है, 
प्रतिशत आय ज्ञात कीजिए। 


5. 0% के ऋणपत्र, जिनका सममूल्य ।20 रु. है तथा जो बाजार में 50 रु. पर उपलब्ध हैं, पर 
आय-5्रतिशत ज्ञात कीजिए। 


9% के ऋणपत्र, जिनका सममूल्य 20 रु. है तथा वह बाजार में 60 रु, पर उपलब्ध है, पर 
आय-्रतिशत ज्ञात कीजिए | 


7. रामलाल के पास किसी कम्पनी के 800 शेयर हैं जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 50 रु. है तथा 600 
ऋणपत्र हैं जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 00 रु. है| कम्पनी शेयरों पर 6% लाभांश तथा ऋणपत्रों 


पर 2% ब्याज देती है। रामलाल की कल वार्षिक आय तथा निवेश पर प्राप्त लाभ की दर ज्ञात 
कीजिए 
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. 8. कमला के पास किसी कम्पनी के 600 शेयर हैं जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 0 रु. है तथा 300 
ऋषणपत्र हैं जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 00 रु. है। कम्पनी शेयरों पर वार्षिक 8% लाभांश तथा 
ऋणपत्रों पर 5% वार्षिक ब्याज देती है। कमला की कुल आय निकालिए तथा उसके निवेश पर 
प्राप्त लाभ की दर भी ज्ञात कीजिए | 


9. अहमद के पास किसी कम्पनी के 200 शेयर हैं जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 20 रु, है तथा-500 
ऋणपत्र हैं जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 00 रु. है | कम्पनी शेयरों पर 8% वार्षिक लाभांश देती 
है तथा ऋणपत्रों पर 2% वार्षिक ब्याज देती है। अहमद की कूल वार्षिक आय ज्ञात कीजिए तथा 
निवेश पर प्राप्त लाभ की दर भी ज्ञात कीजिए | 


विविध उदाहरण 


उदाहरण 26 96 पर उपलब्ध 8% स्टॉक किल्नना बेचा जाये, कि उससे प्राप्त धनराशि को यदि 
05 पर उपलब्ध 0% स्टॉक में निवेश करें तो वार्षिक आय में 44 रु. की वृद्धि हो? 


हल माना कि »रु. का स्टॉक बेचा गया 


(५2८8) _ 22% के 
800 25 ' 


(४२८96) _ 24 
]00.. 25 





इसलिये आय - 


बिक्री से प्राप्त राशि 5 





2. जे ६... हि 
अर्थात लय रु, से दूसरा स्टॉक 05 पर उपलब्ध 0% स्टॉक खरीदा गया। 


ह के 243<0 ]_6+ 
अत: द्वितीय स्टॉक पर आय 5। ठडग्ाठ | पुतठ 5. 


में ]65%. 25 _ थ्थ 
इसलिये आय में अन्तर - ि-क। न्पूतदु रु. 


24% 
इसलिये पा 44 


44»%< 75 
या चर ठ 


अर्थात 2600 रु. का 96 पर उपलब्ध 8 % स्टॉक बेचा जाना चाहिए। 


-2600 . 





उदाहरण 27 4% स्टॉक तथा 4५४% स्टॉक में एक व्यक्ति बराबर-बराबर राशियां निवेश करता 
है, तथा उसे दोनों से बराबर-बराबर आय प्राप्त होती है। यदि 4% स्टॉक 4 रु. बट्टे पर है तो 
दूसरा स्टॉक ज्ञात कीजिए। यह दिया है कि प्रत्येक स्टॉक का सममूल्य 00 रू. है। 
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हल माना कि »रु. ही समान राशि है, जो दोनों स्टॉकों में अलग--अलग निवेशित है | चूंकि 4% 
स्टॉक 4 रु, बड्डे पर है, अत: उसका बाजार मूल्य 96 रु. हुआ | 


(४2८4 ) 5 


अतः: उस पर आय - 5 7 ठ्त् रु () 





पुनः माना कि # रु. द्वितीय स्टॉक का बाजार मूल्य है। 


८ >> ,9])_ 95 
अत: द्वितीय स्टॉक पर आय < हि “ड- रक्षक. (2) 


यह दिया है कि () + (2), अतः 


> _ 9४ अर्थात 

ख़ठछः अर्थात # 5 08. 
अत्त: वूसरा 08 पर उपलब्ध 4)£ स्टॉक है। 
उदाहरण 28 एक व्यक्ति के पास 30000 रु. का 4४% स्टॉक है। वह आधे को 98 रु. पर तथा 
शेष को ।05 रु, पर बेच देता है। इस प्रकार प्राप्त पूरी धनराशि को वह 59% पर उपलब्ध 5% 
स्टॉक में लगा देता है। यदि प्रत्येक स्टॉक का सममूल्य 00 रु. हो तो दूसरा स्टॉक, जो उसके 
पास है, उसकी राशि ज्ञात कीजिए तथा आय में अन्तर निकालिए। 

अर तर ते (300009<9) 

हल प्रथम स्टॉक पर आय> “पहहर्रठ _ रु. 5 350 रु. 


हे 5000)<98 
प्रथम अर्ध स्टॉक का विक्रय मूल्य - बस रु. - [4700 रु. 


40002 05 
400 


अतः अब कुल प्राप्त धनराशि + (4700 + 5750) रु. - 30450 रु. 


द्वितीय अर्ध स्टॉक का विक्रय मूल्य < | | रु, ७ 5750 रु. 


(30450: 2:<00) 
265 


+ 30000 रु. 


दूसरे नये स्टॉक का मूल्य - रु 


अत: दूसरे नये स्टॉक पर अर्थात 0५ पर उपलब्ध 5% स्टॉक पर आय 


(30450)<5:<2) 
ता उठा7 कु. 5 500 रु. 


इसलिये आय में अन्तर ८ (500 - 350) रु. ० 50 रू. 
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उदाहरण 29 एक व्यक्ति के पास एक कम्पनी के 50 शेयर हैं जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 
600 रु. है। यह कम्पनी 5% वार्षिक दर से लाभांश देती है। जब शेयर का भाव बढ़कर 784 रु. 
हो जाता है, तब वह इन शेयरों को बेच देता है। इससे प्राप्त धनराशि के आधे भाग को वह 98 
पर उपलब्ध 7% स्टॉक में तथा दूसरे आधे भाग को वह 8% ऋणपत्र में, जिनका अंकित मूल्य 
]00 रु. है, में निवेश करता है| उसकी आय में अन्तर ज्ञात कीजिए | 


हल 50 शेयरों का कुल सम-मूल्य < (600.:50) रु. - 30000 रु. 
ंत . 5 
इन शेयरों पर लाभांश ८ [30000 "पल ] रु. - ]500 रु. 
50 शेयरों को 784 रु. बेचने प्राप्त कुल धनराशि « (784 » 50) रु. - 39200 रु. 
चूँकि 39200 का आधा अर्थात 9600 रु. 98 पर उपलब्ध 7% स्टॉक. में निवेशित है 


8 
अतः इस अर्ध भाग पर आय - 960%नह | रू. - 400 रु. 
धनराशि के शेष आधे भाग से ऋणपत्र खरीदे गये, जिसमें ब्याज दर 8% है। 
कक 8 
अतः ऋणपत्रों पर ब्याज की राशि « (! 9600 वह] रु, “ 568 रु, 


इसलिये कुल आय < (400 + 568) रु. - 2968 रु. 

अत्त: आय में अन्तर 5 (2968 -500) रु. « 468 रु. 
उदाहरण 30 सुशीला ने 9299 रु. की एक राशि का कुछ भाग 93% पर उपलब्ध 3% स्टॉक 
में तथा शेष को 02 पर उपलब्ध 4/6 % स्टॉक में निवेश किया, जिससे उसको दूसरे स्टॉक पर 
पहले स्टॉक की तुलना में 68 रु. अधिक आय हुई। उसने प्रत्येक प्रकार के स्टॉक में 
कितनी-कितनी धनराशि लगाई? 
हल माना कि 93% पर उपलब्ध 3% स्टॉक में उसने # रु. की धनराशि लगाई | 
02 पर उपलब्ध 40/७ % स्टॉक में उसने (9299 ->) रु. की धनराशि लगाई | 


(22८3/<2) _ 6५ 


अत्त: ८ उपलब्ध स्टॉक आये ८ -“--7:5८-+ ८ 5८57 
| - (9303 पर उपलब्ध 3३% स्टाक पर आय ८ हवा हा रु 


| उपलब्ध 30% टॉक परे आये [9299 - ५)२८9) _ [8869-9.»] 
पुनः 02 पर उपलब्ध 4॥/2% स्टाक पर आय < ल्यछम्ः ्न्य ठठव सु 
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प्रश्नानुसार ह 

8369]-9 # 

204 ]87 
([8869-9£)>.. 6)02% 
शी 2042]।.. 87%2 
है 
या 92060] - 99४ - 72% 5 68 ८ 2244 
या ]7%-< 92060 - 376992 - 543609 
43609 

इस प्रकार &८ 5 जज -+379 


. इसलिये 93% पर उपलब्ध 3% स्टॉक में लगाई राशि 379 रु. है। 
तथा 402 पर उपलब्ध 4%8% स्टॉक में निवेश की राशि (9299 - 379) रु. अर्थात 620 रु, है। 


उदाहरण 3। 6 ने 20500 रु, की एक धनराशि को 25 पर उपलब्ध 4% स्टॉक में तथा ए ने 
20 रु, वाले स्टॉक में 24600 रु. की धनराशि लगाई । यदि & की आय का 9 की आय में 
अनुपात 4: 5 है तो छ को किस दर पर वार्षिक लाभांश का भुगतान किया गया? 


4 
हल ४ की आय [20500 2 न रु, > 656 रु. 


चूँकि 4 की आय का 8 की आय से अनुपात 4:5 है 


5 
इसलिये 8 की आय न कदर + 820 रु, () 
माना कि छ को 20 रु. वाले स्टॉक पर »% लाभांश दिया गया। 
' 24600, % 
इसलिये 8 की आय ८ बा (2) 


() और (2) को बराबर रखने पर, हम पाते हैं 
24600% 
20 
8202८ 20 
24600 


अतः दूसरे स्टॉक पर भी लाभांश की दर 4% है। 





5 ७920 


इसलिये &« 
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उदाहरण 32 कौन सा निवेश अधिक लाभप्रद है? 
20 पर उपलब्ध 6% स्टॉक या 95 पर उपलब्ध 5% स्टॉक | 
हल माना कि प्रत्येक स्टॉक में निवेश 20 « 95 रु. है 


- अतः प्रथम स्टॉक अर्थात्‌ उपलब्ध 6% स्टॉक (20:<95)८6) 
: प्रथम स्टॉक अर्थात 20 पर उपलब्ध 6% स्टॉक पर आय <-_----_ “ रु, 570 रु. 
[20 
95 पर उपलब्ध 5% स्टॉक पर आय ८ कम रु, - 600 रु, 


चूँकि 600 रु. > 570 रु. अत: द्वितीय स्टॉक में निवेश अधिक लाभप्रद है। . 


उदाहरण 33 किसी कम्पनी के एक शेयर का समसमूल्य 00 रु. है, तथा इसका बाजार मूल्य 
900 रु, है | श्याम ने उस कम्पनी के 20 शेयर खरीदे | यदि कम्पनी अपने शेयरों पर 60% का 
लाभांश घोषित करती है तो श्याम द्वारा प्राप्त कुल वार्षिक लाभांश ज्ञात कीजिए। उसे अपने 
निवेश पर कितने प्रतिशत लाभ होगा यदि वह दलाल को 3% कमीशन देता है। 


हल एक शेयर का सममूल्य -00 रु... 
इसलिये 20 शेयरों का सममूल्य 5 (20 » 00) रु. < 2000 रु, 


60 
अतः श्याम द्वारा प्राप्त लाभांश [2000वह6] , 57200 रु. 


एक शेयर का बाजार मूल्य ७900 रु. 
एक शेयर पर कमीशन < 900 रु. का 3% > 27 रु. 
इसलिये एक शेयर का विक्रय मूल्य + (900 + 27 ) रु. - 927 रु, 
अतः वह धनराशि जो 20 शेयरों को खरीदने के लिये आवश्यक होगी 
< (927 » 20) रु. - [240 रु. 


इसलिये 240 रु. निवेशित करने पर श्याम को 7200 रु. का लाभ प्राप्त होता है। 


7200 
अतः निवेश पर प्रतिशत लाभ >ताउ * 00 


2000 
5 खुठठ 5 6.40 
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अध्याय 22 पर विविध प्रश्नावली 


05 पर उपलब्ध 5% स्टॉक कितना बेचा जाये कि उससे प्राप्त राशि को 20 पर उपलब्ध 
6% स्टॉक में लगाने पर वार्षिक आय में 50 रु. की वृद्धि हो ? 


84 रु. पर उपलब्ध 6% स्टॉक को कितना बेचा जाये, कि उससे प्राप्त राशि को 96 पर 
उपलब्ध 8% स्टॉक में निवेश करने पर वार्षिक आय में 280 रु. की वृद्धि हो। 


एक व्यक्ति 5% और 6% स्टॉक में बराबर-बराबर धनराशि लगाता है और उसे दोनों से 
बराबर बराबर आय प्राप्त होती है। यदि 5% का स्टॉक 5 रु. बट्टे पर हो, तो दूसरे स्टाक 
किस प्रकार का है जबकि दोनों प्रकार के स्टॉको का सममूल्य 00 रु, हो? 


आशा ने बराबर-बराबर राशि 4% और 5% स्टॉकों में लगाई तथा दोनों से बराबर-बराबर 
आय हुई। यदि 4% स्टॉक 4 रु. बट्टे पर हो तो दूसरा स्टॉक किस प्रकार का है यदि दोनों 
प्रकार के स्टॉकों का सममूल्य ]00 रु. हो? 


एक व्यक्ति के पास का 40000 रु, 6% स्टॉक है| वह इसके आधे भाग को 02 रु. पर तथा 
दूसरे आधे भाग को 05 रु. पर बेचता है। इस प्रकार प्राप्त धनराशि को वह ]03% पर 
उपलब्ध 6४% स्टॉक में लगा देता है। यदि प्रत्येक प्रकार के स्टॉक का सममूल्य 00 रु. 
हो, तो उसके पास अब कितना स्टॉक है और उसकी आय में अन्तर भी ज्ञात कीजिए | 


एक व्यक्ति के पास किसी कम्पनी के 60 शेयर हैं जिनमें से प्रत्येक का सममूल्य 500 रु. है 
और उन पर उसको 8% वार्षिक लाभांश मिलता है| जब शेयर का मूल्य बढ़कर 600 रु. हो 
जाता है तो वह उनको बेच देता है| उस प्राप्त धनराशि के आधे भाग को वह 20 रु. पर 
उपलब्ध 8% स्टॉक में लगा देता है तथा शेष आधे भाग को 0% ऋणपत्रों, जिनमें से प्रत्येक 
का सममूल्य 00 रु. है, में लगा देता है। उसकी आय में अन्तर ज्ञात कीजिए | 


रामनाथ ने 27600र. की एक राशि का कुछ भाग 96 पर उपलब्ध 4% स्टॉक में तथा शेष 
को 03% में उपलब्ध 4%2% स्टॉक में इस प्रकार लगाया कि पहले वाले स्टॉक में दूसरे 
वाले से 260 रु. अधिक आय हुई। ज्ञात कीजिए कि प्रत्येक प्रकार के स्टॉक में उसने 
कितनी-कितनी राशि लगाई? ह 


. कौन सा निवेश अधिक लाभप्रद है 


() 20 पर उपलब्ध 6% स्टॉक अथवा 98 पर उपलब्ध 5% स्टॉक ? 
(॥) 0 पर उपलब्ध 5% स्टॉक अथवा 84 पर उपलब्ध 4% स्टॉक ? 
(॥) 24 पर उपलब्ध 6५४2% स्टॉक अथवा 95 पर उपलब्ध 5% स्टॉक? 
(09) 20 पर उपलब्ध 4% स्टॉक अथवा 22 पर उपलब्ध 4॥2% स्टॉक ? 


0, 
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किसी इलैक्ट्रॉनिक कम्पनी के 00 रु. सममूल्य वाले शेयर का बाजार मूल्य 200 रु. है। 
नमिता ने कम्पनी के 00 शेयर खरीदें | यदि कम्पनी अपने शेयर पर 50% लाभांश घोषित 
करती है तो नमिता को कुल कितना लाभांश मिला? ज्ञात कीजिए कि उसको अपने निवेश 
पर कितना प्रतिशत लाभ मिला यदि वह दलाल को 5% कमीशन देती है? 


राम 25 पर उपलब्ध 4%४% स्टॉक में 20000 रु. लगाता है जबकि श्याम 20 रु. वाले दूसरे 
स्टॉक में 24000 रु. लगाता है। यदि राम की आय का श्याम की आय में अनुपात 9:4 है 
तो श्याम को वार्षिक लाभांश किस दर से दिया गया? 


औसत 
तथा 
विभाजनमान........................... . अध्याय 


॥20४0४९४७४०५ 


2 
(५७00 00 ए॥शएा0 ५७५98). ४ 


23.। भूमिका 


स्मरण कीजिये, पिछले अध्याय में हमने सांख्यिकीय परीक्षण में पाया था कि एकत्रित आँकड़े यथा 
प्राप्त रूप में होते हैं। कभी-कभी ये आँकड़े इतनी अधिक संख्या में होते हैं कि बिना इनको 
संसाधित (:००८४थ६) किये इनके गुणदोष के विषय में तथा उनसे जं॑नसंख्या अध्ययन के 
अंतर्गत प्रतिदर्श के विषय में कुछ वांछित परिणाम निकालना कठिन होता है| इस कार्य का मुख्य 
उद्देश्य किसी एक मान या मानों को ज्ञात करना है, जो आँकड़ों की विशिष्टताओं को स्पष्ट कर 
सके | ऐसे मानों को माध्य (औसत) या केन्द्रीय प्रवृत्ति का मापक कहते हैं। 


23.2 माध्यों के प्रकार (एफ ण॑ 4एश-ब९०७) 
माध्यों के या केन्द्रीय प्रवृति के मापक के प्रमुख प्रकार निम्न हैं। 
-- समान्तर माध्य 
-- गुणोत्तर माध्य 
-- * बहुलक ह 
-- विभाजन मान [माध्यिका, चतुर्थक, दशमक तथा शतमक।] . 
पिछली कक्षाओं में हम समान्तर माध्य का विशद अध्ययन किया है, साथ ही असंसाधित आँकड़ों 


की माध्यिका तथा बहुलक का भी अध्ययन किया है| इस अध्ययन में प्रथमतः विभाजन मानों का 
विस्तारपूर्वक अध्ययन करके फिर बहुलक का अध्ययन करेंगे। 


23.3 विभाजन मान (एशनाप0णा ५4९४) 


यदि आँकड़ों के समूह को कई बराबर भागों में बाँठा जाए तो प्रत्येक विभाजन पर पड़ने वाले 
प्रेक्षण को हम विभाजन मान कहते हैं| स्मरण कीजिये कि माध्यिका भी केन्द्रीय प्रवृत्ति का माप 
है जो आँकड़ों के समूह को दो बराबर भागों में विभक्त करत्ती है। अतः माध्यिका को एक विशेष 
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विभाजन मान के रूप में लिया जाता है। इसी प्रकार चतुर्थक पूरे आँकड़ों के समूह को चार 
बराबर भागों में विभक्त करता है, दशमक पूरे आँकड़ों के समूह को दस समान भागों में विभक्त 
करता है, और शतमक पूरे आँकड़ों के समूह को सौ समान भागों में विभक्त करता है। हम इन 
सभी विभाजन मानों का विस्तारपूर्वक अध्ययन इस अनुभाग में करेंगे। 


23.3.4 माध्यिका जैसा कि ऊपर कहा गया है कि आँकड़ों की एक श्रेणी की माध्यिका, वह मान 
है जो सम्पूर्ण श्रेणी को दो समान भागों में विभक्त करती है। यहाँ हम यथा प्राप्त, संसाधित तथा 
असंसाधित आँकड़ों की माध्यिका के परिकलन की विधियाँ अलग-अलग सीखेंगे | 


23.3.2 यथा प्राप्त अथवा असंसाधित आँकडों की माध्यिका इसे ज्ञात करने के लिये निम्न 
क्रियाओं पर ध्यान दीजिये। 


() आऔऑँकड़ों के समूह को आरोही या अवरोही क्रम में रखिये | 
(४) यदि समूह के आँकड़ों की संख्या # हो तो 


(७) जब # विषम हो तो दे वाँ प्रेक्षण इसकी माध्यिका है | 


(७) जब # सम हो तो > वें तथा हि +] ) वें पद का माध्य इसकी 
माध्यिका है। | 
आइये इसे स्पष्ट करने के लिये कुछ उदाहरण लें। 
उदाहरण । निम्नलिखित आँकड़ों की माध्यिका ज्ञात कीजिए : 
6) 5,9,4,6,8,9,2,3,2 | 
(४) 3,6,9,25,4,3,2,4,28,45 
हल (0) आऔकड़ों को आरोही क्रम में रखने पर हम पाते हैः 
5,6,8,9,2,3,4,9,2] 
यहाँ #< 9 (विषम है.) 


9+]) ., लि 
अत्तः: माध्यिका यो अथवा 5वाँ प्रेक्षण है, जो 2 है। 


अतः माध्यिका 5 [2 


(४) इसमें आँकड़ों को आरोही क्रम में रखने पर, हम पाते हैं: 
4,2,3,[4,6,9,25,28,3| ,45 


768 गणित 
यहाँ # 5 0 (सम है) 
)0 है 0 वें पदों वें हा 
». अतः माध्यिका ज | त्त्था ४ +| | पदों का माध्य है, अर्थात्त 5वें तथा 6वें प्रेक्षणों 


]6+9 
2 





का माध्य जो 5 7.5 


अतः माध्यिका 5 7.5 
23,3.3 संसाधित आँकड़ों से माध्यिका ज्ञात करना इसकी दो स्थितियाँ हैं। 
स्थिति 6) जब आँकड़े खण्डित हों तो निम्न चरण अपनायेंगे 
), दिये गये आँकड़ों एंव उनकी बारम्बारता को आरोही अथवा अवरोही क्रम में रखिए। 
2. संचयी बारम्बारता का एक अलग स्तम्भ (कालम) बनायें। 


3. () यदि बारम्बारता का योग #, विषम है तो म्-वाँ प्रक्षण ही माध्यिका है। 


(४) यदि बारम्बारता का योग #, सम है तो 5 वें तथा ि 2 ] वें प्रेक्षणों का माध्य 
ही इच्छित माध्यिका है। 
स्थिति (४) जब आँकड़े सतत तथा बारम्बारता वितरण के रूप में हों तो माध्यिका को 
निम्न सूत्र द्वारा ज्ञात किया जाता हैः 
4-9: 
तिल 
इस वर्ग की वह निम्न सीमा है जिसमें माध्यिका अवस्थित है 


(7) /,» भीध्यिका वर्ग की बारम्बारता है 


माध्यिका 5५/ (+ 


गाए 8 





जबकि () वात 
(00) (४, इस वर्ग की संचयी बारम्बारता है जो माध्यिका वर्ग के तुरंत पहले आता है 
(५) ४ बारम्बारता का योग है, तथा । 
(०) + वर्ग अन्तराल की लम्बाई है (या चर्ममाप)। 


आइये माध्यिका का परिकलन कुछ उदाहरणों द्वारा स्पष्ट करें | 
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उदाहरण 2 एक फैक्ट्री के 00 कर्मचारियों की दैनिक मजदूरी (रुपयों में) निम्नलिखित है : 
दैनिक मजदूरी (रु, में) : ।25 30 35 40 45 50 60 80 

मजदूरों की संख्या : 6 20 24 28 45 4 2 [ 

उपर्युक्त आँकड़ों से एक मजदूर की माध्यिका मजदूरी ज्ञात कीजिये। 

हल हम दिये गये आँकड़ों से निम्न सारणी बनाते हैं: 


मजदूरी (४) (रु. में) मजदूरों की संख्या (() संचयी बारम्बारता 





25 6 6 
30 20 26 
35 24 50 
[40 28 78 
[45 [5 93 
50 4 97 
60 2 99 
80 ] 00 
योग. 00 





यहाँ मजदूरी को पहले से ही आरोही क्रम में रखा हुआ है तथा हमने संचयी बारम्बारता 
का एक स्तम्भ (कॉलम) बना लिया है और # यहाँ 00 है जो सम है| 


इसलिये माध्यिका प | तथा (ला | हे प्रेज्षण का माध्य अर्थात 50 वें तथा 5 वें 


प्रेक्षणों का माध्य है, अर्थात 35 एंव 40 का माध्य होगा। 


435+40 
2 


अत: फैक्ट्री के एक कर्मचारी की माध्यिका मजदूरी 37.50 रुपये है। 
उदाहरण 3 निम्न आँकड़ों की माध्यिका ज्ञात कीजिये : 
वर्ग अन्ताल ;:. 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90 90-00 


अभीष्ट माध्यिका «  37.50 


बारम्बारता ; 4 5 6 9 [| ]2 ०] 5 
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हल हम उपर्युक्त आँकड़ों से निम्न सारणी बनाते हैं, जो परिकलन के चरण दर्शाता है 


वर्गअन्तराल. बारम्बारता संचयी बारम्बारता 
20-30 4 4 
30-40 5 9 
40-50 6 5 
50-60 9 24 
60-70 | 35 €- माध्यिका वर्ग 
70-80 2 47 ' 
80-90 8 55 
90-00 5 60 
४5295 00 
यहाँ > हर या 30 


इसलिये. 60-70 माध्यिका वर्ग है। 
इसलिये. /.७५ 5 60, [; 


गाह्प॑ 


5 ], (/ | 5 24,450 


30-24 
व 


उदाहरण 4 निम्न आँकड़ों के लिए माध्यिका ज्ञात कीजिये | 
वर्ग अन्तराल : 0-79 20-729 30-39 40-49 50-59 60-69 [70-79 
बारम्बारता ; 5 25 40 60 40 25 5 


हल माध्यिका ज्ञात करने के लिये हमें वर्ग अन्तरालों को सतत्‌ बनाना पड़ेगा (ऐसा हम माध्य 
परिकलन के लिये पिछली कक्षा में कर चुके हैं) उसी विधि को अपनाते हुए उपर्युक्त आँकड़ों 
से एक सारणी बनाते हैं तथां संचयी बारम्बारता का. एक स्तम्भ (कॉलम) लेते हैं। अतः 





इसलिये. माध्यिका < 60 + ४ 0 5 65.45 


वर्गअन्तराल बारम्बारता संचयी बारम्बारता 
09.5-9.5 5 5 
9.5-29.5 ह 25... 30 


29.5-39.5 40 70 
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39.5-49.5 60 30 €- माध्यिका वर्ग 
49.5-59.5 40 70 
59.5-69.5 25 95 
69.5-79.5 5 200 
यहाँ #> », 75 200 


इसलिये - 00. 
इसलिये माध्यिका वर्ग - 39,5-49,5 
(कब न (39.5, 7.47 60; (/ | 570,50 


इसलिये माध्यिका - 39.5 + शा 0 44.5 





उदाहरण 5 निम्न आँकड़ों से माध्यिका ज्ञात करें : 


प्राप्तांक छात्रों की संख्या 
20 से कम 0 
30 से कम 4 
40 से कम (6 
50 से कम 30 
60 से कम .. 46 
70 से कम 66 
80 से कम 82 
90 से कम 92 
00 से कम 00 


हल उपर्युक्त आँकड़ों से पहले हम बारम्बारता सारणी बनाते हैं तथा फिर उसमें संचयी 
* बारम्बारता का एक स्तम्भ भी जोड़ देते हैं, जैसा कि नीचे दिया गया है। 
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वर्गअन्तराल बारम्बारता संचयी बारम्बारता 

20-30 4 4 
30-40 2 6 
40-50 [4 30 
50-60 ]6 46 
60-70 20 66 «- माध्यिका वर्ग 
70-80 [6 82 
80-90 0 92 

90-00 8 800 


यहाँ ए 5 », 75 00 
इसलिये > 550 


इसलिये माध्यिका वर्ग -60-70 





(० -+ 60; ०8 5 20, (/ |>46, 75 0 
इसलिये माध्यिका - 60 + ्ः % 0 
न 02. 
उदाहरण 6 यदि निम्न आँकड़ों की माध्यिका 28.5 है तो » तथा » का मान ज्ञात कीजिये। 
वर्ग अन्ताल : 0-0 0-20 20-30 30-40 40-50 50-60 योग 
बारम्बारता : 5 अर 20 [5 छः 5 60 
हल दिये गए आँकड़ों से एक सारणी बनाने पर हम पाते हैं 
वर्ग अन्तराल बारम्बारता संचयी बारम्बारता 
0-0 5 5 
0-20 7 5+५ 
20-30 20 25+/ 
30-40 5 40+4 
40-50 है 40+»४+» 
30-60 5 45+४+9 
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यह दिया गया है कि #5 60 


इसलिए 45+%+»- 60, इससे प्राप्त होता है #+#< 5 
चूँकि माध्यिका 28.5 वर्ग अन्तराल 20 - 30 में स्थित है। 


इसलिए । गत ये 20, तार 20, रत +०3+3,/50 


30-5-£ 
0 बा 


25- £% 
2 


जिससे हम प्राप्त करते हैं &< 8. 


अतः 28.5 ८ 20 


- 20+ 





इसलिए  »% 7 


प्रश्नावली 23. 
4. निम्न आँकड़ों के लिए माध्यिका ज्ञात कीजिए। 
6) 25,4,,26,8,7,40,29,9,20,3 
() 35,3,2,6,29,74,45,40,49,57,62 
609) ,29,43,8,20,25,70,62 
(५) 29,34,,7,36,2,46,23,39,4] 
(४) 205,70,3,74,853,42,47,]57,96,48 


2, भवन निर्माण से संबन्धित निम्न आंकड़ों से मजदूर की माध्यिका मजदूरी ज्ञात कीजिए : 


मजदूरी (रुपये में) : 3500 3800 4400 4500 5500 6500 7000 
मजदूरों की संख्या : - 2 3 25 ]7 ]5 2 6 
3, निम्न आँकड़ों के लिए माध्यिका ज्ञात कीजिए : 
प्राप्तांक (20 में से) : 5 9 ]0 2 3 ]6 8 20 
छात्रों की संख्या : 4 5 6 2... | 6 4 2 
4. 00 दिनों तक विद्यालय में छात्रों की अनुपस्थिति के आँकडे निम्न है : 
अनुपस्थित छात्रों 
की संख्या 5० 5 6 7 8 9 30 |क॥ ॥(!2.  |3 
दिनों की संख्या : ॥42 |4 6 25 9 8 ह 5 4 


प्रतिदिन अनुपस्थित छात्रों की माध्यिका ज्ञात कीजिये | 
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5. निम्न आँकड़ों के आधार पर प्रति जोड़े माता-पिता के बच्चों की संख्या की माध्यिका ज्ञात कीजिये ँ 


बच्चों की संख्या : कोई नहीं | 2 3 4 न 

जोड़े माता पिता की संख्या : 20 75 60 35 8 2 
6. तिम्न वितरण से अंकों की माध्यिका कीजिए : 

वर्ग अन्तराल ; 0-40 0-20 20-30 30-40 40-50 

छात्रों की संख्या : 9 2 22 8 6 


7. निम्न आँकड़ों के अधार पर माध्यिका ज्ञात कीजिए : 


0) वर्ग अन्ताल ;: 20-40 40-60 60-80 80-00 00-420 20-40 40-60 
बारम्बारता ॒ १2 5 23 ]8 [2 2 ४ 
(४) वर्ग अन्ताल : 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90 90-200 
बारम्बारता ; 5 9 !7 28 24. 0 ह। 
(॥॥) प्रतिदिन 
खर्च (रु) में. : 50-00 00-50 50-200 200-250 250-300 300-350 350-400 
दिनों की संख्या : (2 5 8 25 85 9 6 
8. दिये हुए निम्न आँकड़ों से प्रत्येक के लिये माध्यिका ज्ञात कीजिये : 
(0) वर्ग अन्ताल ; 30-39 ।40-49 50-59 60-69 [70-79 80-89 90-99 
बारम्बारता ः 4 9 8 28 24 0 7 
(60) वर्ग अन्तरगल : 0-9 20-29 30-39 40-49 50-59 60-69 70-79 
बारम्बारता ५ 2. 4 8 - 09 4 2 | 
(00) वर्ग अन्तााल : 00-49 50-99 200-249 250-299 300-349 350-399 
बारम्बारता ४ 5 2 8 8 4 3 
(00) प्राप्तांक बारम्बारता 
]0 से कम 0 
30 से कम 0 
50 से कम 25 
70 से कम 43 
90 से कम 65 
]0 से कम 87 
30 से कम 96 


50 से कम १00 


0. 
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(() मजदूरी (रुपयों में) मजदूरों की संख्या 
]50 से अधिक शून्य 
40 से अधिक ह ]2 
30 से अधिक गा 
[20 से अधिक 60 
[0 से अधिक 05 
00 से अधिक 24 
90 से अधिक [4] 
80 से अधिक 50 


निम्न आँकड़ों की माध्यिका 32.5 है, तो » तथा » के मान ज्ञात कीजिए। 

वर्ग अन्ताल : 0-0 0-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 योग 
बारम्बारता : २ 5 9 ]2 है 3 2 40 
निम्न आँकड़ों की माध्यिका 525 तथा बारम्बारता का कुल योग 00 है| 


वर्ग 
अन्तराल : 0-॥00 [00-200 200-30॥ 300-400 400-500 500-600 600-700 700-800 800-900 900-000 


बारम्बारता : 2 | के 2 7 20 है 9 प्र 4 
» और » का मान ज्ञात कीजिये। 


23.4 विभाजन मान, चतुर्थक, दशमक तथा शतमक की गणना 


उपयुरक्त मानों की गणना हम माध्यिका की तरह ही करेंगें, केवल इतना ही परिरवत्तन करना पड़ेगा 
कि चतुर्थक, दशमक तथा शतमक ज्ञात करने के लिये माध्यिका के सूत्र में केवल सीमान्त 
परिवर्त्तन करना पड़ेगा। 


हम जानते हैं कि चतुर्थक, दशमक तथा शतमक पूरी श्रेणी को 4, ।0 तथा00 समान भागों 


में विभाजित करते हैं। 0,, 0, तथा 0, को क्रमशः प्रथम, द्वितीय एंव तृतीय चतुर्थक कहते हैं। 
0, को निम्न तथा 0, को उच्च चतुर्थक भी कहा जाता है। | 


इसी प्रकार नौ दशमक |, 0,, ..., 09 होते हैं तथा 99 शतमक 7, ?,, ९, ..., ?५५ होते 


 हैं। फिर भी 0,, 0. और 7, माध्यिका जैसे हैं । 
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यहाँ ध्यान देने वाली बात यह है कि विभाजनमान की स्थिति में [0,,॥9, तथा 7 ] केवल 
आँकड़ों को आरोही क्रम में ही लिखना पड़ता है, जबकि माध्यिका ज्ञात करने की स्थिति में 
आँकड़ों को मात्रा के अनुसार आरोही अथवा अवरोही क्रम में लिखा जाता है। चतुर्थक, दशमक तथा 
शतमक के सूत्र के लिये यथा प्राप्त अथवा अवर्गीकृत आँकड़ों के लिये निम्न विधि अपनाते है। 


(8 न ) 


0, ( वाँ चतुर्थक) < वें प्रेक्षेण का मान जहाँ #5,2,3 


0, ७ वाँ दशमक) + 7(४+]) है प्रेक्षण का मान जहाँ #5।,2,3,...9 
?, ७ वाँ शतमक) - पा ) वें प्रक्षण का मान जहाँ #<],2,3,..,99 
यहाँ पर एक आवश्यक ध्यान देने योग्य बात है कि यदि 7४9 श् [) 


ब 2 एक भिन्‍न के रूप में आता है जैसे 9.2 है तो 9वें तथा 0वें प्रेक्षण का औसत सही 


विभाजन मान होगा । 
वर्गीकृत आँकड़ों की स्थिति में जबकि वे सतत्‌ हैं निम्न संगत सूत्र होंगे : 


(4-4 | 


का, 
९२, हा ५,८77 तैः खा [7 न्5: अर 3] 
4 कत 
हि] /0॥ 
0 “ +/-। | 
9, स्य 0७८ फः 27 [# न 5 23 हु + 9] 
७० 
(व ज] 
3 ध् “2५ [#< , 2, 3, --- 99] 
है शा 


जबकि ॥/, , /५.. तथा /,.. क्रमशः निम्न वर्ग की सीमाएं हैं जिसमें चतुर्थक, दशमक तथा 
शतमक क्रमशः अवस्थित रहते हैं। 


(४, चतुर्थक, दशमक तथा शतमत वर्ग अन्तराल से पहले वर्ग अन्तराल की संचयी 
बारम्बारता है। एंव ७७७५, २४७८ तथा ७ उस प्रेक्षण की बारम्बारता है जिसमें # वाँ चतुर्थक, 
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+वाँ दशमक, तथा # वाँ शतमक, अवस्थित रहतें हैं, # कुल प्रेक्षणों का योग तथा ; वर्गअन्तराल 
की लम्बाई है। 

आइये कुछ उदाहरण को लेकर हम विभाजनमान की गणना करते हैं| 
उदाहरण 7 निम्न आँकड़ों से तीसरा चतुर्थक, छठा दशमक तथा सत्तरवाँ शतमक का मान 
निकालिए : 
| 28,7,2,25,26,9,3,27,2,6 
हल आऑँकड़ों को आरोही क्रम में लिखने पर निम्न मिलता है : 
82, 3, 6, [7, 9, 2, 25, 26, 27, 28 
यहाँ # < [0. 


इसलिए 0५ ८ द (0+])वाँ प्रेक्षण (या 8.25वाँ प्रेक्षण) 


अतः 0, > ४8वें तथा 9वें प्रेक्षण का माध्य 


26+27 


हज 26.5 





इसी प्रकार 045 (6 (])[वाँ प्रेक्षण 
6वें तथा १वें प्रेक्षण का माध्य 


2]+ 25 
2 


॥ 





- 23 


70 मु 
तथा ए (76 (7/)व प्रेक्षण 


70 
7वें तथा 8वें प्रेक्षण का माध्य 
230 


उदाहरण 8 निम्न आँकड़ों से 0,, 0, 0८ तथा ९, ज्ञात कीजिये : 
80% जह 95: आओ हो 98 593 3 ४ 265 को 
॥ : | ॥8 25 2 40 25 [9 ]6 8 7 
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हल यहाँ आँकड़ों को आरोही क्रम में रखने पर 
हम निम्न सारणी तैयार करते हैं : 


यहाँ 
इसलिये 
बुनः 
इसलिये 
पुनः 
इसलिये 
अन्तत: 


इसलिये 





ड; रच; संचयी बारम्बारता 
8 85 85 

9 8 33 
20 25 58 «- 0| 
2] 27 85 
22 40 25  - 0५, ९, 
23 25 50 
24 9 69 ७ 0. 
25 6 ]85 
26 8 93 
27 7 200 

४-८ 200 

४ 5200, अत: “7+-50.25 
0, 520 

3(0+]) _ 3 रु 

4 + यु हं20<50.75 

0, 5 24 

6(0+]) _ 6 झ् 

6 -ह*205 9 

क्‍045 22 

45 45 

पृ +) ८ व 20[ < 90.45 
९६८22 


उदाहरण 9 निम्न आँकड़ों से प्रथम एंव तृतीय चतुर्थक, तृतीय दशमक तथा 47 वाँ शतमक ज्ञात 


कीजिये : 
वर्गअन्तराल : 
बारम्बारता 


0-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90 
8 2 20 25 5 9 6 5 
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हल हम निम्न सारणी तैयार करते हैं : 














वर्गअन्तराल बारम्बारता .. संचयी बारम्बारता 
0-20 8 8 
20-30 2 20 
30-40 20 40 ८ 0,,0, 
40-50 25 65 ७ 7. 
50-60 5 80 «0, 
60-70 9 89 
70-80 6 95 
80-90 5 00 
#< 00 
यहाँ #5 00 
7॥ 
इसलिये ब त25 
अतः 0,, 30-40 वर्ग अन्तराल में अवस्थित है। 
इसलिए. 0,530+ न ज » 0 5 32.5 
पुनः ञ ॉट। 
इसलिये. 0,, 50-60 वर्ग अन्तराल में अवस्थित है। 
0,550 + का 20 < 50 + 6.67 5 56.67 
पुनः ना - 30, अर्थात 7), वर्ग अन्तराल 30-40 में अवस्थित है। 
ः 30-20 
इसलिए 09,530 + “हा * 056 35 
अन्ततः पं -47, अर्थात ए,, वर्ग अन्तराल 40-50 में अवस्थित है। 
47-40 
इसलिये 7,/०40+ “ठद्व *0 ८ 42.8 
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उदाहरण 0 निम्न आँकड़े 50 छात्रों द्वारा एक कक्षा-परीक्षण में प्राप्त किये गए अंक हैं। 
प्राप्तांक 0-0 0-20 20-30 30-40 40-50 50-60 
छात्रों की संख्या 3 5 9 ]2 [8 3 


यदि परीक्षण में 70% छात्र सफल होते हैं तो छात्रों को परीक्षा में सफल होने के लिये 
कितने न्यूनतम अंक प्राप्त करना आवश्यक है? 


हल चूँकि 70% छात्र सफल घोषित हैं अतः 30% छात्र परीक्षा में असफल हैं | अत: सफल छात्रों 
को ?,, से अधिक प्राप्त करना आवश्यक होगा। प्रथमत: हम 7,, ज्ञात करेंगे। 


वर्ग अन्तराल बारम्बारता संचयी बारम्बारता 
0-0 3 3 
]0-20 5 8 
20-30 9 [7 -> 30 
30-40 ]2 29 
40-50 8 47 
50-60 3 50 
४5८50 
306 _3 


इसलिये 7,, वर्ग अन्तराल 20-30 में अवस्थित है| 


5-8 
2९७520+ “दर » 05 27 


अतः परीक्षा में सफल होने के लिये न्यूनतम प्राप्तांक 28 है। 
उदाहरण ।] निम्न आँकड़ों से मजदूरों का प्रतिशत ज्ञात कीजिए जिनकी आय 0200 रुपये 
से अधिक है| 
आय (रुपयों में) 7000-8000 8000-9000 9000-0000 0000-000 000-2000 
मजदूरों की संख्या: . 4 8 9 6 3 
हल माना कि &% मजबूर 0200 रुपये मजदूरी पाते हैं 

अतः 7, 5 0200 रुपये, # 5 30, 7 5 000 


आँकड़ों को निम्न सारणी के रूप में रखने पर, 
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वर्ग अन्तराल बारम्बारता संचयी बारम्बारता 
7000-8000 ह॒ 4 4 
8000-9000 8 2 
9000-0000 9 2] 
0000-000 6 थ<7/ €६+- 7, 
4000-4 2000 कर 30 


अर्थात ?, वर्ग अन्तराल 0000- 000 में अवस्थित है 


अतः 


या 
या 
या 


30% £% 2 
0200 - 0000 + -ी-- »000 





200 6 - 300 :- 2000 
300 ४ 5 22200 
डे ८ 74 


इसलिये 74% मजदूर 0200 रुपये तक : 26% मजदूर 0200 रुपये से अधिक कमाते हैं। 


प्रश्नावली 23.2 


निम्न आँकड़ों से 0,, 0,, 04, 0८ तथा 0), ज्ञात कीजिये। 


4, 7, 3, ]2, 3, 7, 8, 0, 6, 5, 8, 2], 20 


किसी कक्षा-परीक्षा में कुल 30 अंक रखे गये जिसमें 2 छात्रों का प्राप्तांक निम्न है : 


8, 20, 9, 5, 2, 26, 4, 3, 27, 22, 6, 28 
तो 90, तथा 7,, ज्ञात कीजिये। 


निम्न आँकड़ों से 0, तथा 79, ज्ञात कीजिये। 

ञ न्‍ 5 4 9 ]2 5 6 
|. : 8 6 ]2 8 6 9 
निम्न आँकड़ों से 0,, 0,, 0५ तथा 7, ज्ञात कीजिये। 


शा ५ 0 [2 4 6 8 20 


|. : 4 8 ॥0 ॥3 व| ॥0 


40 
]0 
24 26 
है पर 
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5. किसी प्रवेश-परीक्षा में 60 छात्रों द्वारा प्राप्तांक निम्न हैं। 
प्राप्तांक : 25 ॥2 26 [88 20 24 28. ॥5 
छात्रों की संख्या : 6 3 4. 42 4 [4 2 5 
ज्ञात कीजिये कि कितने प्रतिशत छात्रों ने 25 अंक से अधिक अंक प्राप्त किये | 
6. निम्न आँकड़ों से निम्न तथा उच्च चतुर्थक ज्ञात कीजिये। 
वर्ग अन्तााल ; 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90 
बारम्बारता :.. [4 ]6 8 23 ]8 8 3 
7. निम्न आँकड़ों से ९,५, ९७७ तथा ९, ज्ञात कीजिये। 
वर्ग अन्ताल ; 0-0 0-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 
बारम्बारता :.. ]5 26 25 40 34 20 25 ]5 
8. एक प्रवेश-परीक्षा में 50 छात्रों द्वारा प्राप्तांक निम्न है। 
वर्ग अन्तराल : 0-0 40-20 20-30 30-40 40-50 
बारम्बातता : 6 8 20 9 7 
यदि 34 अंक प्रवेश की अन्तिम सीमा हो, तो कितने प्रतिशत छात्रों ने 34 से अधिक अंक प्राप्त 
किये? 
9. निम्न आँकड़ों से 0, तथा 7;, ज्ञात कीजिये। 
आय (हजार रुपये में) : 0-0 0-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 
परिवारों की संख्या : 5 6 9 ]4 0 4 2 
0. 00 छात्रों द्वारा एक कक्षा-परीक्षण में प्राप्तांकों का वितरण निम्न है : 
से अधिक प्राप्तांक : 0 |क्‍0 20 30 40 50 60 70 
छात्रों की संख्या ; 400 92 ४ # 40 25 [655 5 
यदि 70% छात्र सफल घोषित हुए तो सफल विद्यार्थी द्वारा प्राप्त न्यूनतम अंक क्‍या था? 
23.5 बहुलक 


पिछली कक्षाओं में आप बहुलक का अध्ययन कर चुके हैं। स्मरण कीजिये कि "बहुलक आँकड़ों 
का वह मान है जो बार-बार घटित होता है“। 


री 
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माध्यिका की तरह ही बहुलक का भी बहुत अधिक व्यावहारिक उपयोग है| इसका उपयोग 
रेडीमेड कपड़े बनाने वालों के लिये, जूते तथा सामान्य उपयोगिता की वस्तुओं, के उद्योग में 
सर्वाधिक है | जूते और कपड़े बनाने वाले उन साइज के जूते एंव कपड़े अधिक बनाते हैं जिनकी 
बिक्री अधिक होती है। 


असंसाधित आँकड़ों से आपने बहुलक निकालना सीखा है, यहाँ हम पुनः उदाहरण द्वारा 
समझने का प्रयास करेंगे। 


उदाहरण 2 निम्न आँकड़ों का बहुलक ज्ञात कीजिये | 
3, 5, 7, 4, 5, 3, 5, 6, 8, 9, 5, 3, 5, 3, 6, 9, 7, 4 
हल आइये उपरोक्त आँकड़ों से बारम्बारता सारणी तैयार करें। 
४: 3 4 5 6 7 8 9 
8 “4, 58 5 2. 59 तू. 59 
अब क्योंकि आँकड़ा 5 सर्वाधिक बार (5 बार) आया है, अतः बहुलक 5 होगा। 


उदाहरण 3 यदि उपरोक्त उदाहरण 2 में प्रारम्भ से दूसरे स्थान पर 5 को बदल कर 3 रख 
दें तो नये आऑँकड़ों का बहुलक ज्ञात कीजिये। 
हल चूँकि प्रारम्भ से दूसरा पद बदलकर 3 हो गया है, नये आँकड़ों का रूप निम्न हो जायेगा : 
3,3,7,4,5,3,5,6,8,9, 5,3,5,3,6,9,7,4 
उपरोक्त आँकड़ों से बारम्बारता सारणी बनाने पर, हम पाते हैं 
४ 3 4 5 6 7 8 9 
80:89 ४६. % 9 9. .॥ 5 
अत: नया बहुलक 3 है। 


23.5.] बारम्बारता वितरण का बहुलक निकालना समान वर्ग अन्तराल के बारम्बारता 
वितरण से बहुलक, निम्नलिखित सूत्र द्वारा निकाला जाता है : 


क्‍- 
8 पलक लय 22 


[ बहुलक वर्ग की निम्न सीमा है 
/; बहुलक वर्ग की बारम्बारता है 


६/- | + 
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9 क्‍था /, बहुलक के पूर्व तथा उस वर्ग के पश्चात्‌ आगे आनेवाले वर्ग की क्रमशः 
बारम्बारतांए हैं तथा । वर्ग अन्तराल है। | 
आइये कुछ उदाहरण लेकर बहुलक का परिकलन स्पष्ट करें। 
उदाहरण 4 निम्न आँकड़ों का बहुलक ज्ञात कीजिये : 
वर्ग अन्तगल : 0-5 5-20 20-25 25-30 30-35 35-40 योग 
बारम्बारताएं : 30 45 75 35 25 [5 225 
हल बहुलक वर्ग स्पष्टतया 20-25 है। यहाँ 


(20, / 575, /, 545 तथा #, 535 तथा 755 


अतः ॥/ - 20 + उप जा पक %5 
>20+ नह5 522.4 
उदाहरण 5 फैक्ट्री & तथा 8 में कर्मचारियों की आयु निम्न आँकड़ों द्वारा दी गई हैः 
कर्मचारियों की आयु (वर्षों में) फैक्ट्री में कर्मचारियों की संख्या 
है ॥; 
20-30 5 8 
30-40 26 40 
40-50 78 58 
50-60 04 90 
60-70 98 83 
तो फैक्ट्री & तथा 8 के कर्मचारियों की आयु का बहुलक ज्ञात कीजिए। 
हल फैक्ट्री & फैक्ट्री 8 
बहुलक वर्ग : 50-60 | 50-60 बहुलक वर्ग 
॥750, /504, 78 7550, /590,/558 


तथा /-98 तथा 750 2,583 तथा 7-0 
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04-78 90-58 

बा क। त्य तया आय 
65 0 

८50+ हू. 558.25 +50+ “दढ 558.205 


फैक्ट्री 8 के कर्मचारियों की बहुलक आयु 58.205 है, जबकि फैक्ट्री & के कर्मचारियों की 
बहुलक आयु 58.]25 है। 


प्रश्नावली 23.3 
!(. निम्न आँकड़ों का बहुलक ज्ञात कीजिये : 
5, 8, 26, 25, 24, 5, 8, 20, 24, 5, 9, 5 
2. 0) निम्न आँकड़ों का बहुलक ज्ञात कीजिये : 
25, 6, 9, 48, 9, 20, 34, 5, 9, 20, 2, 24, 9, [6, 22, 6, 8, 20, 6, 9. 


(0) उपर्युक्त आँकड़ों में यदि 9 को बदलकर 6 लिख दें, तो नये आँकड़ों का बहुलक ज्ञात 
कीजिये | 


3. (0) यदि निम्न आँकड़ों का बहुलक 25 हो तो, » का मान ज्ञात कीजिए : 
5, 20, 25, 8, 4, !5, 25, 5, 8, 6, 20, 25, 20, », 8 


(४) उपर्युक्त आँकड़ों में यदि 20 तथा 8 के स्थान पर 5, [5 लिख दिया जाय तो नये आँकड़ों 
का बहुलक ज्ञात कीजिये। 


4. निम्न बारम्बारता वितरण का बहुलक ज्ञात कीजिये : 


वर्ग अन्तताल: 25-30 30-35 35-40 40-45 45-50 50-60 


बारम्बारता : 25 34 50 42 28. 4 

5. 200 पुरुषों के समूह ने एक दुकान से कमीजें खरीदीं जिनकी माप निम्न है : 
कमीज की माप ;. आर 38 39 40 4 42 43. 44 
पुरुषों की संख्या जिन्होंने 
कमीज खरीदी ; ]8 25 39 4 36 | 65 [2 


इस समूह द्वारा पहनी गई कमीज का बहुलक माप ज्ञात कीजिये :. 
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6, 


छात्रों के दो समूह & और छ के बहुलक आयु की तुलना कीजिये जो किसी प्रवेश-परीक्षा में बैठे हों : 


आयु (वर्षों में) समूह में छात्रों की संख्या 
समूह & समूह 8 
6-8 50 54 
8-20 78 89 
20-22 46 40 
22-24 28 25 
24-26 23 [7 


23.6 विभाजन मानों के गुण एंव दोष 


23.6. विभाजन मानों के गुण 


. 


विभाजन मानों का परिकलन विशेष रूप से माध्यिका का खुले सिरे के वर्गों के लिये 
उपयोगी होता है। 


विभाजन मान, चरम मानों से मुक्त हैं जबकि माध्य नहीं, उदाहरण स्वरूप 
3,4,6,7,0,5,2,25,60,00, का माध्य 25 है जबकि चतुर्थक 5 है तथा माध्यिका 2.5 है। 


विभाजन मानों में माध्यिका का मान ग्राफ से ज्ञात किया जा सकता है जबकि अन्य केन्द्रीय 
प्रवृति के माप को ग्राफ से नहीं ज्ञात किया जा सकता है। 


वास्तव में माध्यिका आँकड़ों का लगभग मध्य बिन्दु इंगित करती है, जबकि माध्य में ऐसा 
नही होता है जैसा कि उपर्युक्त उदाहरण से स्पष्ट है। 


23,6.2 विभाजन गानों के दोष 


], 


समूह के आँकड़ों को माध्यिका अथवा अन्य विभाजन मानों के लिये आरोही अथवा अवरोही 
क्रम में रखना पड़ता है, जबकि अन्य केन्द्रीय प्रवृति के मानों में आवश्यक नहीं है| 


विभाजन मानों में सभी प्रेक्षणों पर विचार करना आवश्यक नहीं होता। 


यदि दो प्रेक्षणों के समूह के माध्यिका एंव दूसरे विभाजन मान ज्ञात हों, तो दोनों समूहों 
की संयुक्त माध्यिकाएं एंव अन्य विभाजन मान का परिकलन बिना सभी आँकड़ों के मिलाये 
नहीं किया जा सकता, जबकि माध्य निकाला जा सकता है। 


माध्यिका प्रतिदर्शों के उत्तार-चढ़ाव से प्रभावित हो जाती है। 


कुछ स्थितियों में विभाजन मान विशेष रूप से माध्यिका दो प्रक्षणों के मध्य मान का 
सन्निकटीकरण करके निकाला जाता है, जबकि माध्य के लिये ऐसी स्थिति नहीं आती। 


मूचकाक _ ............... ........... अध्याय )| 
(ए7 एएए॥एए$) 


24. भूमिका 
प्रायः हम समाचार-पत्रों में निम्न प्रकार के समाचार पढ़ते हैं : 
“निर्वाह खर्च सूचकांक 25% बढ़ा” 
थोक मूल्यों का सूचकांक 6 बिन्दु ऊपर बढ़ा; सरकारी कर्मचारियों को अब अधिक 
महंगाई भत्ता मिलेगा” 
“औद्योगिक उत्पादन के सूचकांक में वर्ष 7999-2000 की अपेक्षा वृद्धि दर्ज की 
“अपराध की दर महानगरों में कम हुई” 
ये सभी समाचार किसी आधार वर्ष की तुलना में वर्तमान वर्ष में स्थिति को दर्शाते हैं; जैसे 
निर्वाह-खर्च में वृद्धि, थोक मूल्य की दरों में वृद्धि, औद्योगिक उत्पादन में वृद्धि तथा महानगरों 
में अपराध की दर में कमी इत्यादि। ये सभी स्थितियाँ विभिन्‍न क्षेत्रों में सूचकांक के अनुप्रयोग 
को दर्शाती हैं। इस अध्याय में हम सूचकांक के विषय में अध्ययन करेंगे। 
24.2 सूचकांक 
सूचकांक की परिभाषा देने के पूर्व, यह बताना आवश्यक होगा कि सर्वप्रथम इसका उपयोग 
764 ई. में किया गया। इटली में इसकी तुलना सन्‌ [750 ई. के मूल्यों की सन्‌, 500 ई. के 
मूल्य-स्तर से की गई । यद्यपि सूचकांक का विकास प्रथमतः मूल्य परिर्वतन के प्रभाव के मापन 
हेतु किया गया परन्तु अब सूचकांक का अनेक क्षेत्रों में उपयोग होता है जैसा कि उपर्युक्त 
समाचारों से स्पष्ट हो जाता है। ह 
विभिन्‍न सांख्यिकीविदों ने विभिन्‍न अवसरों पर सूचकांक को निम्न रूप में परिभाषित 
किया है: ह 
क्राक्स्टेन तथा काउडेन (४०४ और 0099०) के अनुसार सूचकांक दो सम्बन्धित चरों 
के समूहों के परिणामों के अन्तर का निर्धारण करने की विधियां हैं। 
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स्पीगेल (598४०) के अनुसार सूचकांक एक साख्यिकीय माप है जो किसी चर में या 
सम्बन्धित चरों के समूह का समय, भौगोलिक स्थिति या अन्य विशेषता जैसे आय या व्यवसाय 
आदि के सापेक्ष परिवर्तन को दर्शाता है। 

ए. एम. टटल का कहना है कि सूचकांक वह एकांकी अनुपात (साधारणत: प्रतिशत) है जो 
दो विभिन्‍न समयों, स्थानों या स्थितियों में लिए गए चरों के संयुक्त या माध्य (औसत) में परिवर्तन 
को मापता है। 


उपर्युक्त परिभाषायें स्पष्ट रूप से इस ओर इंगित करती हैं कि सूचकांक किन्हीं दो 
विभिन्‍न समयों में किसी चर या चरों के समूह में परिवर्तन मापने की विधियाँ हैं। जो प्रायः 
अनुपात या प्रतिशत के रूप में व्यक्त किए जाते हैं। 


24.2.] सूचकांकों का वर्गीकरण 
सूचकांकों का वर्गीकरण उनके क्रियाकलापों के मापन अथवा उपयोगिता के आधार पर निम्न 
प्रकार से किया जाता है :- 

(0) मूल्य (४) मात्रा (४) मान तथा (09५) विशेष उद्देश्य से। 

हम विस्तारपूर्वक इसकी विवेचना करेंगे : 


0) मूल्य सूचकांक मूल्यों की विशिष्टताओं में परिवर्तन का मापन करता है| उदाहरण स्वरूप 
उपभोक्ता मूल्य सूचकांक खुदरा दामों में परिवर्तन दर्शाता है, जो उपभोक्ता, वस्तुओं अथवा 
सेवाओं के बदले में देता है। 


(४) मात्रा सूचकांक मात्रा में परिवर्तन की माप बताता है जैसा कि किसी औद्योगिक उत्पादन 
का सूचंकाक जो औद्योगिक क्षेत्र में उत्पादन में परिवर्तन का मापन करता है। 


(४) मान सूचकांक किसी मूल्य की विशिष्टता में परिवर्तन का मापन करता है, जैसे कुल 
निर्माणमूल्य जो नये दिये गए ठेकों के रुपये के मूल्य में परिवर्तन का मापन करता है। 


(४) विशेष अभिप्राय के लिये बनाये गए सूचकांक, जो समय-समय पर बनाये जाते हैं, 
तथा जो विशेष विशिष्टताओं को मापते हैं, जिनका समय-समय पर मापन करना 
आवश्यक है| 

24.2.2 सूचकांकों की उपयोगिता : सूचकांक का उपयोग मुख्यतः निम्न दशाओं में होता है: 

4. सूचकांकों का प्रयोग आर्थिक संकेतन में होता है। 


2. ये हमें नीतिगत परिवर्तन के लिये तथा किसी निर्णय पर पहुँचने के लिये दिशा निर्देश 
देते हैं। 


) 
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प्रवृति के लक्षण का संकेत देते हैं। 
इनका उपयोग मुद्रा द्वारा खरीदने की क्षमता को मापने में होता है। 


इनका उपयोग मौलिक आँकड़ों को मूल्य परिवर्तन के अनुसार अथवा निर्वाह खर्च में 
परिवर्तन को मजदूरी के परिवर्तन में समायोजन करने में होता है, जो अंकित मजदूरी को 
वास्तविक मजदूरी बनाता है| 


24,2.3 सूचकाकों की रचना में आने वाली स्मस्याऐं 
सूचकांकों की रचना करते समय निम्नलिखित समस्याओं पर ध्यान देना होगा :-- 


() 


() 


(॥) 


(९) 


(५) 


उद्देश्य जिसके लिये सूचकांक का उपयोग करना हैः अर्थात इससे क्‍या मापा जायेगा 
एक विशेष सूचकांक सभी वर्गों के लोगों के लिये उपयुक्त नहीं है। कल्पना करें कि हमें 
श्रमजीवी वर्ग के लिये सूचकांक की रचना करनी है, तो इसमें भव्य प्रसाधनों पर विचार 
नहीं करना होगा। पुनः यदि उपभोक्ता वस्तुओं के लिये इसकी रचना करनी है तो थोक 
विक्रेता मूल्यों में इसका समावेश नहीं होगा, अन्यथा यह सूचकांक उपयोगी साधन न होकर 
भ्रामक एवं खतरनाक सिद्ध होगा। 


वस्तुओं का चुनाव : चुनी हुई वस्तुएँ ऐसी होनी चाहिये जो स्वाद, आदत तथा परिपाटी 
का सही प्रतिनिधित्व करती हैं | उदाहरण के लिये यदि निम्न आय वालों के लिये सूचकांक 
की रचना करनी है तो इनमें उन्हीं उपभोक्ता वस्तुओं का समावेश होगा जिनका उपयोग 
इस वर्ग के लोग सामान्यतः करते हैं| 


आधार-काल का चुनाव : यह बहुत ही महत्वपूर्ण समस्या है कि हम किस वर्ष या काल 
को आधार वर्ष मानें | यह वर्ष सामान्य रूप से अपसामान्यताओं से मुक्त होगा; जैसे युद्ध, 
बाढ़, भूकम्प, मंदी इत्यादि का वर्ष न हो, साथ' ही तुलना वाले वर्ष से अधिक पीछे न हो | 
(चुने हुए वर्ष को आधार वर्ष तथा जिसका सूचकांक ज्ञात करना है उसे विचाराधीन वर्ष 
कहेंगे) 

महत्ता अथवा भार निर्दिष्ट करना : सूचकांक की रचना करते समय उन उपभोक्ता 
वस्तुओं पर ध्यान केन्द्रित करना चाहिए जो दैनिक रूप में अधिक उपयोगी तथा महत्वपूर्ण 
हों। जैसे गेंहूँ की महत्ता चाय या काफी की अपेक्षा अधिक होनी चाहिये। 

माध्य का चुनाव : चूँकि सूचकांक विशिष्ट माध्य होते हैं, अतः बहुत सावधानी से यह 
चुनाव होना चाहिये कि हम किस माध्य (समान्तर माध्य, माध्यिका, बहुलक या गुणोत्तर 
माध्य) का उपयोग सूचकांक की रचना में करेंगे | समान्तर माध्य की गणना एवं उपयोगिता 
सरल होने के साथ इसका परिकलन आसान भी है। यद्यपि सैद्धान्तिक रूप में गुणोत्तर 
माध्य अधिक स्थिर होने के कारण ग्राह्य हो सकता है तथापि सुचकांक की रचना में 
समान्तर माध्य का ही उपयोग हम करेंगे | 
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24.3 सूचकांक की रचना-विधियां 
सूचकांक दो प्रकार के होते हैं :- 

0) अभारित सूचकांक; (9) भारित सूचकांक 

अभारित सूचकांकों में वस्तुओं को भार नहीं दिया जाता है, जबकि भारित सूचकांकों में 
वस्तुओं की महत्ता के अनुसार भार दिया जाता है। यहाँ हम केवल अभारित सूचकांकों का 
विवेचन करेंगे। निम्न दो प्रकार की मुख्य विधियां अभारित सूचकांकों की रचना में प्रयोग की 
जाती है :- 

(७) साधारण योग की विधि, तथा 

(०) साधारण सापेक्ष माध्य विधि 

हम एक-एक कर इनका विवेचन नीचे विस्तार से करेंगे :-- 
24.3.] साधारण योग विधि 
सूचकांक निकालने की यह सरल विधि है। इस विधि में पहले हम विभिन्‍न वस्तुओं के दामों का 
योग विचाराधीन वर्ष के लिये ज्ञात करेंगे। इस योग को तदनुरूपी आधार वर्ष में वस्तुओं के दामों 


के योग से भाग देते हैं तथा परिणाम को 00 से गुणा करेंगे ताकि सूचकांक का मान प्रतिशत 
में निकल आये। सूत्र के रूप में प्रतीकात्मक, हम लिखते हैं 


गा 2 .00 
220 


जहां ९,, विचाराधीन वर्ष का वांछित सूचकांक है, 29,, वर्तमान या विचाराधीन वर्ष में खरीदी गई 
विभिन्‍न वस्तुओं के दामों का योग है और 590 आधार वर्ष में विचाराधीन वस्तुओं के सापेक्ष दामों 
का योग है। 


आइये हम एक उदाहरण द्वारा इसे स्पष्ट करने का प्रयास करें : 


उदाहरण | कुछ वस्तुओं के खुदरा दामों (रुपयों में) में परिवर्तन की सारणी नीचे दी गई है 
जिन्हें वर्ष 7986 तथा 998 में खरीदा गया 


व्रतुएं 5 के कि की. 


दाम (रुपयों में) | 60,.20 | 35.00| 02,00 | ।78.80 | 2.50 | 9.50| 76.00 |07.0 

]986 में 

बल आह । 
998 में 
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साधारण योग विधि के प्रयोग से वर्ष 986 को आधार वर्ष लेकर 998 के सूचकांक की रचना 
कीजिए | 


हल हम निम्न सारणी की रचना करते हैं : 


बार 
८ 
डि 2].50 42.00 


59५ -800.00 5७| >00.00 


















8 । 


















हम पाते हैं 5७0८ 800.00 
तथा 9%७| >00.00 


है 


शत 
इसलिये. #0८  आ 00 


00 
न पत्व 00 + 37.5 () 
(]) से हमें पता चलता है कि 998 में सम्मिलित वस्तुओं के दाम उनके 986 के तदनुरूपी 
सम्मिलित दामों का 37.5 % है अर्थात 998 के वस्तुओं के दाम 986 के दामों की अपेक्षा 
लगभग 38 % अधिक है। दूसरे शब्दों में 998 का सूचकांक, 986 को आधार वर्ष मानकर 
37.5 है। 


उदाहरण 2 निम्न आँकड़ों के लिये 992 का सूचकांक, 987 को आधार वर्ष मानकर 25 पाया 
गया, तो लुप्त आँकड़ें » तथा » ज्ञात कीजिए यदि &%0 का मान 360 है। 
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वस्तुएं हर ॥४| ( (8 छ छः 
दाम (रुपयों में) 987 में 40 60. 20 50 »<+ [0 
दाम (रुपयों में) 992 में 55 70 40 » 00 [5 
हल हम आऔँकड़ों से निम्न सारणी बनाते हैं : 
न पी उन न टन न न मन न मन 
वस्तुएं दाम (रुपयों में) दाम (रुपयों में) 
9897 में 992 में 
/ 40 55 
छ 60 70 
(0 20 40 
॥8| 50 है 
छ्‌ हि 00 
६] 0 5 
पएएाका, 55, 5 (280 + 20 >>। 5 (380 + 3) 


दिया हुआ है कि 5%9,5 360 
इसलिये 280 + ४ 5 360 








या ४ < 80, 

पुनः 9८ र* 400 

या 25 - 2 ><00 
360 

या 450-380+ » 

या ४८70. 


अतः लुप्त आँकड़े हैं ४- 80 तथा ५570. 


24.3,2 साधारण सापेक्ष माध्य विधि :-- इस विधि में हम प्रत्येक ली गई वस्तु का सापेक्ष मूल्य 
वर्तमान वर्ष के मूल्य को आधार वर्ष के मूल्य से भाग करके परिणाम को 00 से गुणा किया 
जाता है, और फिर सापेक्ष मूल्यों की औसत किसी भी केन्द्रीय प्रवृति के माप के अनुसार ली 
जाती है। यहाँ हम केवल समान्तर माध्य को ही लेंगे। अतः 
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] /2| 
॥  न++ +--(00 
(| | 0 | 
जहाँ /४ वस्तुओं की संख्या है। 
आइये हम उदाहरणों द्वारा उपरोक्त को स्पष्ट करें : 


उदाहरण 3 साधारण सापेक्ष माध्य विधि से 995 को आधार मानकर, वर्ष 2000 के लिए मूल्य 
सूचकांक की गणना कीजिए। 


वस्तुएं 





हल आँकड़ों के आधार पर निम्न सारणी बनाई गई : 


वस्तुएं 995 में दाम 2000 में दाम 2000 के सापेक्ष दाम (रुपयों में) 
(रुपर्यों में) (रुपयों में) 

55 

शै 40 55 >#२६00 « 37.50 
40 
70 

8 60 70 ह8"०९ - ]6.66 

८ 20 40 न 00 < 200.00 
70 

छ 50 70 ->72<00 « 40.00 
50 

2 80 00 की 70 + 25.00 
]5 

फल ]0 5 प6*00 - 04.54 





ञ' -2! .८00 |- 823.70 
70 
'हम जानते हैं कि 


9॥ (मूल्य सूचकांक) < 4; अत) 
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इससे यह निष्कर्ष निकलता है कि 995 की अपेक्षा 2000 के दामों में लगभग 37% की 
वृद्धि है। 


प्रथम विधि से सूचकांक ९,, का मान 25 आता है (उदाहरण 2) परन्तु दूसरी विधि से 
37.28 है, यह अन्तर दो भिन्‍न विधियों के कारण है। 


उदाहरण 4 निम्न लिखित आँकड़ों से वर्ष 992 को आधार वर्ष मानकर वर्ष 999 का मूल्य 
सूचकांक सामान्य सापेक्ष माध्य विधि द्वारा तथा समान्तर माध्य का उपयोग करके ज्ञात कीजिये। 





(त 





हल हम निम्न सारणी की रचना करते हैं : 


दाम (रुपयों में) 

79500 

वस्तुएं 992 में 999 में 70 
(छ 0) (फ् || ) 

हर 80 00 25.00 
छ 60 90 50.00 
९ 50 70 40.00 
छ ]6 22 37.50 
|2 50 75 6.66 
ः 40 70 75.00 
छ 50 225 50.00 
प्‌ 20 860 33.34 


2 ८00 -_ ।]27.50 
/20 


हम जानते हैं कि ९, « ज ;20 
0 


27.50 
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प्रश्नावली 24. 


योग विधि द्वारा निम्न आँकड़ों से पूर्व दिये वर्ष को आधार वर्ष मान कर बाद के वर्ष का सूचकांक 
(। से 3 तक) ज्ञात कीजिए। 


+, 
[> [वाह] 


दाम (रूपयों में) 962 में | 4 


दाम (ूपयों में) 980 में | 7 









वस्तुएं 


5 
दाम (रूपयों में) 990 में 


दाम (रूपयों में) 2000 में 





4. सन्‌ 982 को आधार वर्ष मान कर, साधारण योग विधि द्वारा सन्‌ 992 के लिए ज्ञात सूचकांक 
6 है। यदि 2%/5८ 300, तो लुप्त आँकड़े » तथा » को ज्ञात कीजिये। 


वस्तुएं है. | 8. ८ | 9 | फ 
दाम छकयों मे ॥98 मे 
20 9 84 24 


दाम (रुपयों में) ॥992 में | 64 








5. निम्न आँकड़ों से साधारण योग विधि द्वारा सन्‌ 7998 का सूचकांक, सन्‌ 994 को आधार वर्ष मान 
कर ज्ञात कीजिए। 










हूँ. दूध | कपड़े 
334 मे रहे इकाई कान कप मे 
998 में प्रति इकाई दाम (रुपयों में) 24.80 | 44.00 30.00 
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6. साधारण सापेक्ष माध्य विधि से वर्ष 990 को आधार मान कर वर्ष 2000 का मूल्य सूचकांक ज्ञात 
'. कीजिए। 


कुएं एम ह 
दाम (रुपयों में) 6.00 | 36.00| 04.00| 72.00 250.00। 80.00 
996 में दाम (रुपयों में) | 24.00 | 45.00| 30.00| 08.00| 2.00| 300.00| 225,00 










7, साधारण सापेक्ष माध्य विधि द्वारा वर्तमान वर्ष का सूचकांक आधार वर्ष के सापेक्ष निम्न आँकड़ों से 
ज्ञात करें। 














* आधार वर्ष में वर्तमान वर्ष में 
दाम (रुपयों में) दाम (रुपयों में) 


42.00 
25.00 
36.00 
47.,00 








8. साधारण सापेक्ष माध्य विधि द्वारा वर्ष [986 को आधार वर्ष मान कर वर्ष 4996 का सूचकांक 27 
पाया गया। यदि 5%,5 263 हो तो लुप्त आँकड़े », » ज्ञात कीजिए | 


दाम (रुपयों में) 





4, 


है। 3 है 


5, 


]. 


॥2+ ४2 + 29 50 


360 + 36४४ -36:- [89 + 5 0 


कं +9 -200- 24) 5 0 


[0775 22, 
3 [] 
25 20000, 


हो 


४2 + $2-4..+ 6/-96 ८0 


+2+ 92 + 49-250 और 
22 + 92-]279+ ] 50 


४2 + ४2 - 8:0+ 6/+ 255 0 
22+ 97 -57:-५5८0 

४2 + 9 + 48 + 6/- 855 0 
बिंवु (-, 0) 

बिंदु (-,-5) 

४2+ 92 -27+ 6/+ 60-50 


उत्तरमाला 


प्रश्नावली 2.] 
2, ४+9+65:+4/-36 5 0 
4... ४ 7+३2-७- ५७ 0 
6... :/++ -240/ 008 0-269 भी] 05८ 0 
8, (-5, 3), (30 
0. (2,-3),3 ५2 
2, ४+9-2%४+ 69- 4050 
]4, >+ 92 +47-2] ८ 0 और 
४+ 9; - [22+ ]]- 0 
प्रश्नावली 2.2 । 
2. 3:0+ 39 -- 658 + [0/- 3325 0 
4, 22+ ४ - 22+ 29 - 23 0 
6. वृत्त 
8. वृत्त 
]0. वृत्त नहीं 
2, ४+9४+45:+ 6/-25 0 
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3, 
5. 


0. 


की +9ै-०0-2/ 50 44,.. >+>7- 20४ - 2/00 ८ # 7 + ६ - 2/0 - 2६६ 
2 +४२-45-29-20< 0; (2, )05 6. 352 + /2- 45- 69- 875 0 


प्रश्नावली 2.3 
3755 हे ८080, 9 कम 0 
४3. ४5३ 
अछजनो+ र्र5 0080, 9८ 2+ 26 शा 0 
2. 7? 2. 7? .: 
है की. +प्रा+“++ 02050. छ्च््लध्र+-लन्शा ० 
2. ४2 2. ०2 


22+ ४7 ८ 9, (0, 0), 3 
(४- 4)+ (५-9)? < ८१, (6, 0), ८ 


(४-7)2+ (»+ 3)? 6, (7,-3), 4 


ऋज- हर + >> 6008 0, »>+ हि भा 0 


33 3 
5.7 ि _7.7 है 
क्र्न प्र य्र ४१ ००४०, »न्यू+य्र्‌४2आ) 9 
| प्रश्नावली 2.4 
४ + ४४ - ४- ]<- 0 2. >2+92-४+29-2[- 0 
४ +४४-5४-79+6- 0 4. ४2+9५9०-7:+ 79 + 22 0 


हक - (दक)2-(4+6)9+कट+ वृहूू50 6, +2+ /४2- 3:-29-2< 0 


27 + ४? - ]3४- !9+ 68 : 0 8. ४+/+४-29-355-"0 


प्रश्नावली 2.5 
(0, 2) और (2,0) 2. (3,-4) और (4,3) 
(5, 0) और (-3, 4) | 


4. 


3. 


]5. 
47. 


42. 


-#72-+: पथ तीन 38 2([+/9 7) - ८ ८+ इई०- ((+क)-८) 2([+#7)- ८ 
]+क 


]+# 


सम्पर्क बिन्दु फेक है । 


उत्तरमाला 799 


| ;4) ([+#77) > ८ 


प्रश्गावली 2.6 


(+ 9-2. 2 
3+>+ 49 5- 25 4. 
828-2/ 5 6 

0058 0+ >> भ] 0७5८० (]+ 005 ०) 8, 
7 0. 
4 42. 
पीठ 4, 


5%+ [29+ 6850, 5%:+ [29-0 50 


42 ( [2 + कार ) 5 हट 


+-3 च्ड 0 
]४- 29 5 46 
450 + 3/+ 650 


2 
5 
3 


22+9+3५/5 -0 


अध्याय 42 पर विविध प्रश्नावली 


522 + 592 - 62+ 69+ 550 2. :2+ 9» +45- 89-8450 

2 + 92 +6:+6४2/+9-0 4, ४ +३१-6४+4/ 50 

४7 + 9४ - 7४- व99+ 5050 6. »22 + ४४ -4%+ 6/-5]- 0 

(४-7)2 + (५-6)? < 26 0. (४-॥ )2 + (४+ 3)2 525 

923 +243 ह 4., +2+32-]0-4/+450 
प्रश्नावली 3. 

३7 - 6:7 2, ८-89 

29 - 9: 4. 30 <- 49 


800 


0. 
42, 
44. 


गणित्त 


3 3 

ब्न-2, 6. पा] 3 व 36 

(2, 0), » (० ठ ) है ठ 
(-3, 0), %च-3 | 8. (0 ,- 4), ४८4 


प्रश्नावली 43.2 


20, 0, (६5७, ०), (+0, 0), दे * अमन 


दर 
26, 0, (+2, 0), (+3, 0), 5 ५ ८ नत प्र 

34, 30, (0, +8), (0, +7), पत्र 5 2 ज 

26, 24, (+5, 0), (+3, 0), पद ध्य तक 


8, 2, (+ 5 , 0), (+ 4, 0) 5 तट 2 
है 6 
8, 2, (0, + 5), (0, २ 4), ९  , »/5+-त्त् 


रह मी ॥ ॥ 
6, 2,/6 , (0, २४३ ), (0, 3), _दु. +5+* 3५3 


9> 7 + 25% - 225 0 8 पर 
बंद 695 

25.0 + 9५97 -- 900 ह], 2552 + 992 - 225 

722 + 4592 - 247 43, 2 + 292 - 8 

6- + 792 < 688 45. 9४5 + 5५: - ]80 


प्रश्नावली 43.3 


(+4, 0) (+# 5, 0), > ड़ 


१ 


उत्तरमाला 80] 


(0, 4), (0,+४7), शा का 
4 रा 


“हक ह-नची 
(० ऊ+ 4) ि र > नकद 


4 2 
रद “मर प्जो। 6. 7.2 - 99* - 343 
ओ - 2८5 $. कल व] 
9 7 
5.2 - ३१ - ॥5 
प्रश्नावली 3.4 
नाभि दिये गये व्यास का मध्य बिन्दु है। 
2,23 मी. (लगभग) 3, 9.]] मी. (लगभग) 
.56 मी. (लगभग) 5... ऑकर-ज+। 
8] 9 
2 ह* 
[8 वर्ग इकाई भा 
इकाई ता त 
हिचरिध 
प्रश्नावली 44.॥ 
॥0.. वा बा. आए आए ॥॥7 77 ॥॥ 
ह्ाह हे 2 लहर पड 
(28-) द्+  € 6अत्खुज्ह्ढा 


&> (20 + ) तर +यों 5 काग, काश ये 
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40, 


4॥. 


 42. 


43. 


44. 


45. 


6. 


48. 


॥. 
2. 
43. 
4. 


45. 


गणित 


डक + (-)/ स्‍ट या (#8+ 3 क्र्म्ध्व 


गधा ॥(/१॥ £(॥ 
है ठ या ठप हा 


अच्य्य या 2, 7, € | 


१। १4८८१ मी। 
बच 2काए “जल या ड 6 कि मी 4-8 । 





20 या 2(४+)४ 8] 
7 +या 7!-- ॥ 


हम 
अ(38+) 2 या (ऋ-) 2 [या ०9-८७ 7], ऋ€ व 
3 3 3 
गा # लि >जग प 
हच््ाप्रः यो काए + दः या क्र + अर +€वय या | खच्याए, 2 शाए हट 
अब 27 + ख् या ह#«८ #धाः + (-)7 6 #0, ४ € ।, 


हि अधानु ० हु१7४९ ॥ 77. झच 2 यू + जे ग्डवों 


4 
0 | 7९ . 7 
पा आधा+जु+ हु ध्द्य 9. #इच खाता हु ८१ -ह॥ 


प्रश्नावली 44.2 


९५० |+»+-+ 


नल 2, 
<43< 90९ ८<78> 30", “(८ - 600 

०-70 (लगभग), 9 5 76 (लगभग),  (! - 59% 

2«८ 24.6, 8<62, ८ 0 - 47१ 

< «26? 23', 28-36" 20', <(0<]7" 7' 
८७ /६, < & 5 05", . छ - 5 


हल 3. 26 वर्ग इकाई 4. 


उत्तरमाला 803 


प्रश्नावली 4.3 
2 5 2, 7 3. 7 4 
6 6 6 है] 
5... 27 6... _7 ल्‍. 0 32. ! 
9 4 
जे -ः १2५ ॥ | म | व] पे 
3, 4. ये. ,. “>5८ ध 
व्‌ हक ] न 5 कर ]6. आए ४ 
ः 
7,  3स्‍ठ्या। 4 38, 2“ 9. 2-५ 
9, 4 
प्रश्नावली 4.4 
, 986.55 भी. 2. 428.5 मी. 
3. 2.65 मी., बिन्दु प्रकाश स्तम्भ से 2. 5 मी. दूर है। 
4... 5 मिनट 7. 44.43 मी. 8. 367 35”, ]०३5/ 
9, 25.5 मी. 40. .98 मी. 4, 225 मी. 


अध्याय 44 पर विविध प्रश्नावली 


4 __.., 
], हज ध7+ (-)" कु या &« का- जु) जहाँ क्राहध व 


2, >< का+ (-)"7 शा न, ॥€ 


या कथ7+ (-] 9 छत दा , जहाँ # € 
3, >च्शाता +॑ व जहाँ # € [ 


4. हअ च + 7 , जहाँ # € ] 
3 9 
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4. 
4, 
8. 


3, 
(8. 
24, 
25. 


44. 
8. 
22. 


गणित 


प्रश्नावली ॥5.4 
[5 2... 24 3... 0) 20, (6) 380 
20 5. 20 6.0) 40320 (). 5040 
5040 8... 720 9... 720 ]0. 20 
8 42. 336 3. 0) ।25, (9) 60 
23, 24, 25, 27 45.  2 86.  920 7. 654 
6 9. 6 20. 2284400 

प्रश्नावली 5.2 


0) 24, (0) 720, 6॥) 5040, 0९) 40200. (४) 600 (४) 4080, (४४) 240 
8, नहीं 3, 48, नहीं 4... 680, नहीं 5. 90 


6) 5, (0) 05 #/ [2] 8. 60) 24, (॥) 24 
0) 5040, (0]320, ()#,  (शऑ-क | (ए)मों- ३#+2# 
0) 5, (0) 35, (॥॥) 455, 


प्रश्नावली 5.3 
720 2... 5040 3... 720 4... 24 
60 6... 20, 48 7... 4536 8... 720 
56 0. 880 32. 0)3 (0)3 (04 
9 5, 40320 6. 720, 20 ॥7. 336 
36000 49. 24 0)6 (6 (60॥0) ॥2 20. 48 
2 22, 280 23. 20 24. 3380 
30 26, 6 27. 0) 2 0) 2. 

प्रश्नावली 5.4 
[20 2... 70 3. 55 
0) 3003 (0) 90. 6) 276 6५) 42506 
22, 26334 6... 9] 7. 0)5 (४)6 3, #ऋ !2, #54 
20 85. 455 6. 66 . 7. 350 
2000 9., 40 20. 45 24. 35 


778320 23, 3960 24, 36750 


उत्तरमाला 805 


प्रश्नावली 5.5 
4, 84400 2... 720 3, 24 4... 26 
5... 6; # जया, 8-3], 0-+वा. 6... 32, 62 7. 369600 
अध्याय 5 पर विविध प्रश्नावली 
3,. 4400 2... 2880 3, 365 4... 600, 20 
,. 3]3 6... 60)720. (8) 800 7, 28800 , 2880 
8... 22 9... 907200 0. . 4 ], 2200. ५ १०(५ 
82.  87790 83, 56 >>0,+5%0, » १८ + 7, 
4, 4 45.  590490 86., 48, 44 
37, 0)24 (8)44]. (#) 9 38.,. 6) 504 (67) 588 
9, 420 20. 886656 24, 50400 
22. 2/0-)”*“?._, 
प्रश्नावली 6. 
. 0) 4-65४+ 552 - 209 + 5४ - 6४% + | 
८ 5 | 
5. -3 रा री 

(0) 3207-4028 73 +20४ | -5४+ जल कम डे 

(॥) ।+ 32+ 65 + 7 + 6. + 3४7 + 

(60) हा! - |] ४? /7 + 55.0 ५ 7 - 65 ४४१ ए३ हर 330 ४ » 

-462 6 »7 + 462 ४6 #० - 330 ४/ »” +65 #& आर 
-55 &£ ५१ +]5 आ[0 _ आ7। 

2... 0) 84 (6) -0976. (४) 0206 
3,....(0) -3432 (0) पड (४) 495 
4. (0) हे ्रडिसि (-))' (9) बे (-४2)7 (0) !%८, डर 24-37' (-) 
5... - 760 # ऊँ 7. 60) - - 2 और पु 2. ६) 6736: ४ 
8. 8564 0. #>!5 ]]. #>3, #>7 
॥2, # 55 3,  (+2) 44, ॥#55,%52, 4 5) 
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45. 


49. 


42, 


45. 


46. 


20. 


गणित 


ह 7, 34 बा, & 


"3 ० 


2 । 


प्रश्नावली 6.2 
(0). 995009990004999 
(0) 9223686 
(9) 4759628780॥ 
(५४) 266249264 
06) (.)000 बड़ा है 000 से 
6)) (.2)/00 बड़ा है 800 से 
(१) 452 
(09). 48४3 


प्रश्नावली 6.3 


]-3४ + 6: - ]05४2 + ... है 2. ॥+ 2.0 +4६2 + 


|-। 
्पा 2. 6 
30.6 हु. ५ ०-८ 
5 | द्ु न ठ5 7 + 


ब्थ्ं >> 
जि 
4 रे ह्ठ +- 


2 2 4 -2 
व 00 मत - ८-5 
4 (५ थ्व हर +- क चद्क्ड बत 


0.00996 7 ]0.0332. 8. 3.002 


6,0092 40.  5.002. 4. 5.0329 


505 2086 ॥4 
इचह 43. ठ ५५ 





.3.5....(5-- 27) 


2 ठ 3१77 7 
| 


4.06 7. .0540926 48, 0.4459 


#६ 5-3 2]. ६८७४2, 5८ऊ]2 22. #? 


[8, कराच4 


0. 


4, 


अध्याय 46 पर विविध प्रश्नावली 


उत्तरमाला 807 


27% - 54 4४ + [7 6:66 - [6 द४ + !7 ८६७ - 54 6६+ 27 67 








४ 0 ५, 3. 4,4 4... 2 
] -35 2 ]] 4 8 
ठठ $. ], ख्् 9 लप्रद ४, ठ 
6 2, . .99667 
प्रश्नावली ॥7. 
८! । जे ] |] 
प्रा 3. का 0० 060४ हे | 
४([+४+> कर ता भड 5. ८-9० 
6. 8 
ध न 
या 7. ०१-] है; «72 9, ८४-। 
7 । € 
50 4], नर 2, 3४ 43, 76 
]] € 5. रे 
(है| 
प्रश्नावली 77.2 
08% 7. -।+08 4 8, ०82-ज 
3 4 
08 ठ 40. हा 06 दर 44, तर 002 2 
प्रश्नावली 8.] 
कथन है 2, कथन है 3, कथन है 
कथन है ः 5. कथन है 6, कथन नहीं है 
कथन है 8. कथन नहीं है 9, कथन है 
कथन है ]. कथन नहीं है 42., कथन ( पर निर्भर करता है।) 


808 


43, 
6. 
9. 
22. 
25. 


गणित 


कथन नहीं है 4., कथन है 75. कथन नहीं है 
कथन है 47. सत्य 48.  असत्य 
सत्य 20. सत्य 24. . असत्य 
असत्य 23. असत्य 24... सत्य 
सत्य 26. सत्य 

प्रश्नचावली 8.2 


7/-4 ; ठण्डक है और वर्षात हो रही है। 


27०4 : ठण्डक है या वर्षात हो रही है। 


() 
0) 
(॥) 
(0) 
(१) 
() 
6) 
(॥) 


(५) 


(५) 


72५4 : आज वर्षात हो रही है या इस कक्ष में बीस कार्सियां हैं। 

“/» : आज वर्षात नहीं हो रही है। 

“4 : यह असत्य है कि इस कमरे में बीस कुर्सियां हैं। 

“ 7४4 ; आज वर्षात नहीं हो रही है या इस कक्ष में बीस कुर्सियां हैं। 

#“4 : आज वर्षत हो रही है और इस कक्ष में बीस कूर्सियां हैं। 

#“4 ; # : आकाश नीला है ; 4: घास हरी है। 

7४५4 ;%४: जावेद समाचार पत्र & पढ़ता है; 4: जावेद समाचार पत्र 8 पढ़ता है। 
/7/4 ;» : अशोक समाचार पत्र हज पढ़ता है; 4: अशोक समाचार पत्र १ पढ़ता है। 
“/»; 7: घास हरी है। 


“(->9); 9 : आकाश नीला है| 


मैं टेनिस खेलना नहीं पसंद करता हूं और मैं फूटबाल खेलना नहीं पसंद करता हूं। 


(७) हां (७) नहीं 


राम न तो फूर्तीला है न स्वस्थ 


४<7 और #>>7 या ४८7. 


मृदुल निर्दयी नहीं है और वह सख्त नहीं है। 


& एक अपरिमेय संख्या है। 


40, 


4. 


]2, 


43, 


44. 


]8, 


उत्तरमाला 809 
आकाश नीला नहीं है या 227. 
एक त्रिभुज है जो वर्ग नहीं है। 
मिनी न तो फुर्तीली है न सुन्दर | 
प्रत्येक परिमेय संख्या एक वास्तविक संख्या नहीं है। 
२१ एक अपरिमेय संख्या नहीं है। 


एक समिश्र संख्या है जो वास्तविक संख्या नहीं है। 


प्रश्नावली 8.3 
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जननी 
पा 
ट्रक छ- न | 5५ ८५ 9 | हा. 
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. विरोधोक्ति 


4. विरोधोक्ति 

7. विरोधोक्ति 

..तर्कतः समतुल्य 

3. तर्कतः समतुल्य 

5... तर्कतः समतुल्य नहीं 
7, तर्कतः समतुल्य नहीं 
9... तर्कत: समतुल्य नहीं 
7॥. त्तर्कतः समतुल्य नहीं 
43. तर्कतः समतुल्य 

5. तर्कतः समतुल्य 

. (9/4)५४ (०5) 

3. “(०१)५५४० ०“ (4००४) 
5. (9५4)०7 

7. (7७०१)०४ 

9. (0००१)५४८ 

]. (9«4)/४४ 


45. 
6. 
7. 
8. 
49, 
20. 


राम स्वस्थ है और गरिमा सुन्दर है। 


2. 
5. 
8. 


प्रश्नावली 78.4 
विरोधोक्ति 
विरोधोक्ति 


पुनरुक्ति 


प्रश्नावली 48.5 


2० #४ कि 28 


42. 
44. 


तर्कतः 
तर्कतः 
तर्कतः 
तर्कत: 
तर्कत: 
तर्कत: 
तर्कत: 


प्रश्नावली 8,6 


90 9 ॥$# ३ 


42. 


मैं आलू चिप्स पसन्द करता हूं या टमाटर सूप। 


मार्क या अयूब जंगल गए। 


उपमा गायिका है और अल्मा नर्तकी है। 
सोहन या शर्मिला उर्दू नहीं. पढ़ते हैं । 
दीपंक एक डाक्टर है और प्रिया एक अध्यापिका है। 


समतुल्य 
समतुल्य 
समतुल्य नहीं 
समतुल्य नहीं 
समतुल्य नहीं 
समतुल्य 
समतुल्य 


(7 -4)५ ०-7 


(7४4)४८ 


पुनरुक्ति 
पुनरुक्ति 


“72० ब०( ०४१)४-४] 


(7०4१)५४ 


- (८१)०८ 


(०८१)०४ 
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प्रश्नावली 8.7 


९ 


0 - सभी द्विघात समीकरणों का समुच्चय । 
0“ - दो वास्तविक मूल वाले द्विघात समीकरणों का समुच्चय | 


॥ - सभी समद्विबाहु त्रिभुजों का समुच्चय। 
छ ८ सभी समबाहु त्रिभुजों का समुच्चय | 





0 - सभी सम्मिश्र संख्याओं का समुच्चय | 
7९ - सभी वास्तविक संख्याओं का समुच्चय | 


(0- सभी परिमेय संख्याओं का समुच्चय | 


84 गणित 


4, 

एु' > सभी अध्यापकों का समुच्चय 

& - सभी विद्वज्जनों का समुच्चय 

ध्यान दीजिए कि समुच्चय ए' और $ परस्पर आच्छादित करते हैं अतः वे एक ही समुच्चय हैं |) 
5. 

8 < सभी समबाहु त्रिभुजों का समुच्चय 

#& - सभी समान कोणिक त्रिभुजों का समुच्चय 

ध्यान दीजिए कि समुच्चय 8 और & परस्पर आच्छादित करते हैं अतः वे एक ही समुच्चय हैं।) 
6, 





8 - सभी वास्तविक संख्याओं का समुच्चय 
'- सभी प्राकृत संख्याओं का समुच्चय 
» एक प्राकृत संख्या नहीं है। . 
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नश्वर 
नरश्वर 
या रु 


5 
न 


छ्० 


9, अवैध 0. वैध ]]., अवैध 
42. अवैध 43. वैध 44., अवैध 
प्रश्नावली 8.8 


4,. (9५4) ७ ४(४/५४)), जहां #, 4, ॥, 5 और ४ 8, ७५, 5५ 5६ और 5.. के संगत है। 


2, [((७८०4)५7)]«((०7४)४५६१०(-०7)) «(० 79) ५ (० १)) 


3, स्विच & स्विच 52 


्िि 


बैट्री 


| 


लैम्प । 
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4, 





40. 
43, 


6. 


40. 


2, 


28: 70. हज हल 


पं 
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प्रश्नावली 9. 
3 2... ॥.] 3... 8.4 
2.33 5... 7.2 . 6... 6.32 
6 8... 3.39 9... 57.92 
].288 4,  0.24 2. 8.7 
4.7 84, 8.4 45. 5. 
2.5 ए. 6; 5 और 6 8.. 6)6.44;. (9) 6.44 

प्रश्नावली 9.2 

2. 
9; 9.25 2, 7; 23.33 3, किक 
9 ; 6.59 5, 00;:5.39. 6. 64;.69 
07 ; 2276 है... 27 ;32 9, 56 ; 422.33 ; 20.55 
43.5 सेमी. ; 5.55 7. समूह 8 का विचलन अधिक है। (विचलन ७ -2।4.7, 
विचलन 8 > 229.7) 
2.5 ; 64.75 
अध्याय 9 पर विविध प्रश्नावली 

4,8 ह 2... 6,8 
24, ।2 5... 0) 0., .997 (॥) 0.2; .,99 

प्रश्नावली 20. ेृ 
4: (०, 0, 0), (8, 9, 0), 8: (0, 9, 0), (५: (0, 0, ०0, 8: (0, 8, ०. 
39, 2 7णा 06 7072, 20% था0 #(0५ || 65. । 
0) (-», 3», 2) 00 (७,-% ०. 
(0) हर्ट त) ऋ0फरर... (४9) जऋएश्ट 0५० ज0९7/ 
(7) #0र'7 (शं) 07! (भा) उ0ए77 (पर) >0ए7: 


(, 2, 7), (- , 2, 7), (।, 2, - 7), ((, - 2, - 0), (- , - 2, 7), (- , 2, - 7), (-,- 2, -7). 
(०, 0, 0), (0, 2, 0) और (0, 0, ०0). 


86 


88 


0. 


गणित 

() (3,4,7) 6) (-7, -2, -3) (॥) (5,4,3) (०) (-4,0,), (५) (-2,0,0). 
624८2, चर क० "कक ५ 

5, 5, 5. 


प्रश्नावली 20.2 


0) ४20 (49 कक (0 शी (२१- 


40०८ 
ठ2'2975” 
प्रश्नावली 20.3 
-4 4 3 | 
हु 'हु5!' | (78, 7, 27). 
(-4, ), 2). 
केन्द्रक . 
प्रश्नावली 20.4 
। ४३3 पक न सनक 
'ठूशठ7 | 30 - 57 305 
5 
(0) 5,॥ ४ (0) 3,4,5 
४3 3५3 3.3 2 5४2 5५2 
' प्रश्नावली 20.5 
]3 
हु 20. 
हि दा _ 57 
०005 ठा 4. 005 गा 
अध्याय 20 पर विविध प्रश्नावली 
2, 2, 3. 


0. 
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( के 0, 4), ( | -5, -), (्‌ ], -5, 4 है (-4, 0, --), (-4, यम 4), (-4, -5, -), (-4, 0, 4) 


उ8 उ7 |7 
[6'6 6 |: 5. .3:4 


प्रश्नावली 2. 


ध+8. 


4 और ४ से बने समान्तर चतुर्भुज के विकर्ण जिसका प्रारम्भिक बिन्दु उनके उभयनिष्ठ बिन्दु 


. हैं, द्वारा निरूपित सदिश। 


0) हाँ .6:) हाँ (8) नहीं 6५)या तो £-0या 6 5 0 
76-3६ -8) और छ2-4६-3): 


के 


2+97+८<०. अन्य सम्भावनाएं ६८-9+८, 7>2+८ और ८-६+9 हैं। 


8-5, -०,-2, ८-2 
प्रश्नावली 2.2 
४5 0 टी 7 2 
0<| ६८।<2 2. ठ 3... ने 2+3/+66) 
५ «६१.०४ दि पं हि कक गा 
-(6/+5/+2/£); 65 5. -2+0) 6... बुर+2/+2#) 
न) $ >नकिडशि:.. हु. हट 
४2 > हट ० चर 


(८: 


820 


0. 


4. 


42. 


43. 





गणित 
प्रश्नावली 2.3 
- वरद्ध+58 
(४) 0)0<%<!] (7)9.<]29> (४७)060)-<»<0 (9) »&<-! 
9 १5 
ः 6 और 9 
अध्याय 2। पर विविध प्रश्नावली 
ध-८2, 2 
| 
हनन क्‍+-मते 
४3 
(्ध्ग -08])४ + (42 - 82) 7+ (८५ -४3) री] इत्यादि 
४-0) + (82-2५) + (०3-४9) ) , इत्यादि लम्बाइयां हैं। 
2:3 
! श् श हा 
जरुर +2/+4/८) 
वबें +-8द+9 +22 
+ ).+ | 
2(]+ |) 
 (ग ब)43 4 (4 बट ] <, ।) 4 6& 4) 4 (6 # 
ह्रभ3ं+ // 7, 5 ४ - ४७ /- ४3४ +॑ “5४ + //-+/ | 
$(8+3320- 84 [छ8+)) 0) -50-)) 
अल2, आना 
हि ] जीव ] भीड़ 
6, 5 ४ी4, 7, ४ी50 - 
प्रश्नावली 22.4 
06) 500 रु. 060 00 रु, (07) 800 रु. (५) 30000 रु, 


(५) 6000 रु. (४) 6000 रु. (शा) 37500 रु. (शहर) 2400 रु, 


॥. 
44. 


2. 
5, 
8. 
2, 


उत्तरमाला 82 


40000 रु. 3... 875 4... 5 % , 3000 रु. 
4500 रु. ु 6. | ् %, 375 रु. 7. 6500 रु. 
50000 रु., 8000 रु. 9, 32500 रु, 75000 रु, 0. 8 रु. 

]5 रू. 42.  0% 3, 5 लाख रु. 


0) 6250 रु. 0) ० णाक्षा8० 45. 0) 2500 रु, 0) 30000 रु. 
प्रश्नावली 22.2 

0)7200 रु. (7) 49500 रु. 69) 500 रु. 

0) 5400 रु. (9) 3000 रु. 09) 4800 रु. 


9500 रु. 4... 7334 रु. 5. 7250 रू. 

99000 रु. 7. 32640 रु. 8. 9800 रु, 

4 क% 0. .9 % (लगभग) ।. 300 रू. हानि 

200 रु. हानि 43.  500 रु. 44. 500 रु. 

720 रु. 86, 320 रु. ॥7.  485 रु. 

855 रू, 9.  75 रु. 20. 23040 रु. प्रत्येक 

47320 रु. प्रत्येक 22. 42768 रु,, 32076 रु, 23. 69696 रु., 95832 रू. 
प्रश्नावली 22.3 

5 तर % 5 2. 0.5% 3, 3.8 % 

9% 5. 8% । 6, 6.75 % 


9600 रु.; 9.6% 8... 5780 रु.,2.6% (लगभग) 9... 7920 रु,,0.7 % 


अध्याय 22 पर विविध प्रश्नावली 
20000 रू. 2. 28000 रु. 3, 4 पर उपलब्ध 6% स्टाक 
20 पर उपलब्ध 5% स्टाक. 5. 0) 40000 रु. (9 200 रु. 
600 रु. ह 7. 040 रु, 6560 रु. , 


82: 


हद: 08 कर हज | हल 


90 9 हक 3 हे 


पर छा एन 


6). 98 पर उपलब्ध 5% "वक ह 0) दोनों समान हैं। 
(60) 95 पर उपलब्ध 5% स्टाक 69) 22 पर उपलब्ध 4 ठ्र % स्टाक 
5000 रु.; 3.97 % 0. 5.6% 
प्रश्नावली 23.] 
0)9 ()40 ()॥27 (0५)3.5 (९) 55 
4300 रु. ' 3, 2 
8 5. 2 
95 7. 60)70 6) 66.79  6॥) 20 
6) 66.3 67)40.6!. (6॥) 22.72 -6ए) 76.36 (९) 6.67 
कुल 3, 0 रू 0 0. ४9, 95 45 


प्रश्नावली 23.2 
(।०9 ; 0, 5 7.5; /0, 5 ; 90५ 5 4.55 90, 5 9 


0, 5 24; 9५, 5 5.5 3, 0,5!0;0.-9 
0| 5 4, 0, 520, 0.58;7,/520. 5. 0% 
0, 5 36.88 ; 0, 5 62.22 7, 9,, 5 23.6 ; 960 5 44.2 ; ४,८ + 55 
24.8 % 9, 0,530 ; 9५) 5 46 
24 
प्रश्नावली 23.3 
5 2... 0)9 (४) 6 
(6) ऋ- 25 (8) 5 4... 38.33 
40 9. ल् 6... ४ :8.93 ; 8 : 8.83| .* 
प्रश्नावली 24. 
28.52 .. 2, 38.95 
.. 33.22. 4... ४ 4, »« 36 
,व29. 6, 439.237.. 
27.88 है... #520, | 5 27 ह 


